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Dinamika Aliran dan 
Transfer Massa
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16

Transfer massa 
dalam satu fasa
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Minggu 
ke- Topik Materi

1 • Pengantar kuliah.
• Persebaran polutan di sungai.
• Jenis aliran.

• Rencana kegiatan pembelajaran.
• Evaluasi belajar, bobot nilai (PR, Kuis, UTS, UAS).
• Contoh kasus pencemaran sungai.
• Aliran air: aliran muka air bebas, aliran air di pipa, aliran air tanah.
• Aliran turbulen, aliran laminar.
• Aliran permanen, aliran tak permanen.
• Aliran subkritis, aliran kritis, aliran superkritis.
• Aliran air, aliran air+sedimen, aliran air+polutan.

2 Persebaran polutan di sungai. • Mekanisme persebaran polutan (transpor massa) di sungai: difusi, 
konveksi-difusi, konveksi-difusi di aliran turbulen.

• Persamaan matematik persebaran polutan.
• Penyelesaian analitis persamaan difusi 1D.
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Minggu 
ke- Topik Materi

3 Persebaran polutan secara difusi 
(1/2).

• Praktik hitung persebaran difusif polutan 1D.
• Difusi 1D di medium berbatas.
• Praktik hitung difusi 1D di medium berbatas.

4 Persebaran polutan secara difusi 
(2/2).

• Praktik hitung difusi 1D dari sumber menerus.
• Penyelesaian analitis persamaan difusi 2D.
• Penyelesaian analitis persamaan difusi 3D.

5 Persebaran polutan secara 
konveksi-difusi (1/2).

• Persamaan konveksi-difusi di sungai.
• Koefisien difusi (vertikal, transversal, longitudinal, rerata kedalaman).
• Dispersi vs difusi molekular.
• Praktik hitung persebaran polutan konvektif-difusif.

6 Persebaran polutan secara 
konveksi-difusi (2/2).

• Praktik hitung persebaran polutan konvektif-difusif (lanjutan).
• Praktik hitung persebaran polutan konvektif-difusif di medium berbatas.

7 Pengantar model persebaran 
polutan.

• Penyelesaian persamaan polutan secara numerik vs secara analitik.
• Pengenalan beberapa software untuk memodelkan persebaran polutan.

8 UTS Pengerjaan soal UTS dilakukan di kelas dan di luar kelas.
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Permasalahan 
Cemaran Air Sungai

Dinamika Aliran dan Transfer Massa
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▪ Kasus sungai tercemar polutan pada masa lalu
▪ Sungai Songhua, China, November 2005
▪ Sungai Danube, Eropa, Oktober 2010
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▪ More stories on Harbin’s Songhua River pollution in 
November 2005
▪ http://www.gov.cn/english/2005-11/25/content_108891.htm
▪ webarchive on Harbin’s Songhua River pollution in November 2005
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Harbin’s Disaster

http://www.gov.cn/english/2005-11/25/content_108891.htm
http://www.gov.cn/english/2005-11/25/content_108891.htm
http://www.gov.cn/english/2005-11/25/content_108891.htm
http://www.gov.cn/english/2005-11/25/content_108891.htm
file://Users/istiarto/Documents/Bahan Kuliah/Transpor Polutan/Songhua River polluted, govt takes measures.webarchive
file://Users/istiarto/Documents/Bahan Kuliah/Transpor Polutan/Songhua River polluted, govt takes measures.webarchive
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Penampungan limbah di sebuah pabrik kimia di Ajka, Hungaria, jebol pada awal Oktober 2010
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▪ More stories on Danube River pollution in October 2010
▪ http://www.bbc.co.uk/news/world-europe-11495540
▪ webarchive file
▪ http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-

soviet-hungary-sludge
▪ webarchive file
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Danube River Disaster

http://www.bbc.co.uk/news/world-europe-11495540
http://www.bbc.co.uk/news/world-europe-11495540
http://www.bbc.co.uk/news/world-europe-11495540
http://www.bbc.co.uk/news/world-europe-11495540
http://www.bbc.co.uk/news/world-europe-11495540
http://www.bbc.co.uk/news/world-europe-11495540
file://Users/istiarto/Documents/Bahan Kuliah/Transpor Polutan/BBC News - Hungary calms Danube sludge fears as death toll rises.webarchive
file://Users/istiarto/Documents/Bahan Kuliah/Transpor Polutan/BBC News - Hungary calms Danube sludge fears as death toll rises.webarchive
http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-soviet-hungary-sludge
http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-soviet-hungary-sludge
http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-soviet-hungary-sludge
http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-soviet-hungary-sludge
http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-soviet-hungary-sludge
http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-soviet-hungary-sludge
http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-soviet-hungary-sludge
http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-soviet-hungary-sludge
http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-soviet-hungary-sludge
http://www.guardian.co.uk/world/2010/oct/12/danube-toxic-soviet-hungary-sludge
file://Users/istiarto/Documents/Bahan Kuliah/Transpor Polutan/BBC News - In pictures: Hungary's toxic aftermath.webarchive
file://Users/istiarto/Documents/Bahan Kuliah/Transpor Polutan/BBC News - In pictures: Hungary's toxic aftermath.webarchive
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Aliran Air di Sungai
Dinamika Aliran dan Transfer Massa
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Aliran air
• Aliran air di saluran terbuka (open channel flow)
• Aliran air di pipa (pipe flow)
• Aliran air tanah (ground water flow)
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• Muka air bebas
• Muka air bertekanan atmosferik

Open channel flow

• Aliran bertekanan lebih besar daripada tekanan atmosfir

Pipe flow

• Aliran di bawah muka tanah

Ground water flow
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AI generated image (10Aug2025)

open channel flow → aliran di sungai

tekanan atmosferik
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▪ Aliran di saluran terbuka (open channel flow)
▪ mengacu pada muka air, yaitu muka air bertekanan atmosferik
▪ bukan mengacu pada bentuk atau jenis saluran
▪ aliran di saluran tertutup (terowongan, gorong-gorong, pipa) namun muka air 

bertekanan atmosferik adalah open channel flow

open channel flow di gorong-gorong (ai generated image) open channel flow di terowongan (ai generated image)
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AI generated image (16Aug2025)
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Air tanah

Air tanah di 
unconfined aquifer

Air tanah di lapis 
tak jenuh 

(unsaturated zone)

Aliran air tanah 
bertekanan negatif

Air tanah di lapis 
tanah jenuh 

(saturated zone)

Muka air tanah 
bertekanan 
atmosferik

Air tanah di 
confined aquifer →

Aliran air tanah 
bertekanan
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AI generated image (16Aug2025)



ht
tp

s:
//

is
tia

rt
o.

st
af

f.u
gm

.a
c.

id
D

in
am

ik
a 

Al
ira

n 
da

n 
Tr

an
sf

er
 M

as
sa

22
AI generated image (10Aug2025)

Parameter

• Lebar alur
• Kemiringan 

alur
• Kekasaran 

dasar

Variabel

• Kecepatan 
aliran

• Kedalaman 
aliran

Indikator

• Angka 
Reynolds

• Angka 
Froude

open channel flow → aliran di sungai



D
in

am
ik

a 
Al

ira
n 

da
n 

Tr
an

sf
er

 M
as

sa

23

ht
tp

s:
//

is
tia

rt
o.

st
af

f.u
gm

.a
c.

id

ℎ

𝑏

𝑃

𝑏  lebar tampang aliran
ℎ  kedalaman aliran
𝑃  keliling basah tampang aliran
𝑅ℎ = Τ𝐴 𝑃  radius hidraulik
𝑉  kecepatan-aliran rerata 
     tampang

𝑉



D
in

am
ik

a 
Al

ira
n 

da
n 

Tr
an

sf
er

 M
as

sa

24

ht
tp

s:
//

is
tia

rt
o.

st
af

f.u
gm

.a
c.

id

ℎ

𝑏

𝑃

𝑏  lebar tampang aliran
ℎ  kedalaman aliran
𝑃  keliling basah tampang aliran
𝐴  luas tampang aliran
𝑅ℎ = Τ𝐴 𝑃  radius hidraulik
𝑉 kecepatan-aliran rerata 

tampang
𝑆𝑒 , 𝑆𝑓  kemiringan garis energi 

akibat friksi aliran dengan 
kekasaran dasar

I

I

Potongan I-I

ℎ
𝑉

𝑆𝑒 = 𝑆𝑓

𝑉 =
1

𝑛
𝑅ℎ

2
3𝑆𝑓

1
2

𝑄 = 𝑉𝐴

𝐴

Persamaan Manning
berlaku untuk aliran seragam

𝑛  koefisien kekasaran dasar Sungai,  
koefisien Manning

𝑄 debit aliran
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ℎ1

ℎ2

ℎ3

𝑧1
𝑧2

𝑧3

𝑉1
2

2𝑔 𝑉2
2

2𝑔 𝑉3
2

2𝑔

datum

ℎ1

ℎ2

ℎ3

𝑧1
𝑧2

𝑧3

𝑉1
2

2𝑔

datum

ℎ1 = ℎ2 = ℎ3

𝑉1 = 𝑉2 = 𝑉3

ℎ1 ≠  ℎ2 ≠ ℎ3

𝑉1 ≠ 𝑉2 ≠ 𝑉3

Aliran seragam (uniform flow) Aliran tak seragam (nonuniform flow)

𝑆𝑒 = 𝑆𝑓 𝑆𝑒 = 𝑆𝑓

Aliran air di sungai ℎ1 ≠ ℎ2 ≠ ℎ3 ⟹ aliran tak seragam
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id Aliran permanen (steady flow) Aliran tak permanen (unsteady flow)

𝑉2

2𝑔

ℎ

𝑧

datum

𝑆𝑒 = 𝑆𝑓

𝑉2

2𝑔

ℎ

𝑧

datum

𝑆𝑒 = 𝑆𝑓

ℎ = ℎ 𝑡

𝑄 = 𝑄 𝑡

ℎ, 𝑄

𝑡

ℎ = konstan

𝑄 = konstan

ℎ, 𝑄

𝑡Hidrograf muka air, hidrograf debit aliran Hidrograf muka air, hidrograf debit aliran

Aliran air di sungai ℎ = ℎ 𝑡  ⟹ aliran tak permanen
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Aliran laminar Aliran turbulen

Angka Reynolds

𝑅𝑒 =
𝑉𝑅ℎ

𝜈

𝑅𝑒 < 500 𝑅𝑒 > 2000

𝑉 kecepatan aliran
𝑅ℎ  radius hidraulik
𝜈 viskositas kinematik air

temperatur (℃) 𝜈air × 10−6 Τm2 s

25 0.89

30 0.80

Aliran air di sungai 𝑅𝑒 ≫ 2000 ⟹ aliran turbulen
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Angka Froude

𝑉 ≪

𝑆𝑜 ≪

𝑉 ≫

𝑆𝑜 ≫

𝑉 ≪

𝑆𝑜 ≪
ℎ𝑘𝑟𝑖𝑡𝑖𝑠

𝐹𝑟 = 1
𝐹𝑟 < 1

Aliran subkritis, 𝐹𝑟 < 1 Aliran superkritis, 𝐹𝑟 > 1 Aliran kritis, 𝐹𝑟 = 1

𝐹𝑟 =
𝑉

𝑔𝐷 ℎ

𝐵

𝑏

𝐴

𝐷 kedalaman hidraulik
𝐷 = Τ𝐴 𝐵 
𝐴 luas tampang aliran
𝐵 lebar muka air
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superkritis

kritis

Buleleng, Sultra, 2019 Buleleng, Sultra, 2019
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superkritis

superkritis

kritis

Bendung Colo, 2008Outlet terowongan Bendung Segawe ke Waduk Wonorejo, 2022
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Persebaran Polutan
Dinamika Aliran dan Transfer Massa
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Referensi
Graf and Altinakar, 1998, Fluvial Hydraulics, Chapter 8, pp. 517-609, J. Wiley 
and Sons, Ltd., Sussex, England
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AI generated image (16Aug2025)

point source of pollutant

AI generated image (14Aug2025)

point source of pollutant
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▪ Mekanisme persebaran polutan 
di sungai
▪ Difusi

▪ persebaran yang dipicu 
oleh perbedaan 
konsentrasi

▪ bergantung pada sifat 
polutan (koefisien difusi)

▪ Konveksi
▪ persebaran yang dipicu 

oleh aliran air
AI generated image (16Aug2025)
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AI generated image (16Aug2025)
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difusi molekular

konveksi laminar dan 
difusi molekular

konveksi dan difusi 
dalam aliran turbulen



Difusi Molekular
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Konveksi Laminar dan Difusi Molekular
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Konveksi-Difusi dalam Aliran Turbulen
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▪ Dalam bahasa matematika, difusi dituliskan sbb.

▪ 𝑘 = konstanta = koefisien difusi = diffusivity
▪ 𝑘 merupakan parameter karakteristik polutan
▪ 𝑘 bergantung pada temperatur dan tekanan
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𝜕𝑐𝑓
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Ԧ𝑖 𝑞𝑓 = −𝑘 grad 𝑐𝑓



▪ Sifat proses difusi
▪ tidak dapat kembali, setelah menyebar tidak dapat kembali 

menyatu
▪ mengakibatkan kehilangan energi

▪ Contoh difusi
▪ difusi massa
▪ difusi termal
▪ difusi momentum
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▪ Difusi massa → Fick’s law

▪ Difusi termal → Fourier’s law

▪ Difusi momentum → Newton’s law
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𝑞ℎ,𝑖 = −𝜌𝑎ℎ𝐶𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
 𝜌𝐶𝑝 = konstan

𝑞𝑚𝑡,𝑖𝑗 = −𝜌𝜈
𝜕𝑉𝑖

𝜕𝑥𝑖
 𝜌 = konstan



▪ Kuliah ini membahas sebaran massa
▪ Apabila air sungai mengalir, maka terjadi proses konveksi
▪ Persebaran polutan, dengan demikian, didorong oleh

▪ beda konsentrasi (gradien) → difusi
▪ aliran → konveksi
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▪ Dituliskan dalam sistem koordinat cartesius
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Konveksi-Difusi (Turbulen)

44

▪ Aliran di sungai hampir pasti 
adalah aliran turbulen

▪ Salah satu sifat aliran turbulen 
adalah bahwa kecepatan aliran 
berubah-ubah

▪ Konsentrasi polutan dengan 
demikian berubah-ubah pula
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▪ Persamaan konveksi-difusi di aliran turbulen

▪ Koefisien difusi turbulen lazimnya jauh lebih besar daripada koefisien 
difusi molekuler, 𝜖𝑡 ≫ 𝜖𝑚

▪ Dalam bahasan konveksi-difusi turbulen, difusi molekuler diabaikan
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▪ Persamaan konveksi-difusi di aliran turbulen
▪ dituliskan dalam koordinat cartesius
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▪ Persamaan difusi (air diam tidak mengalir)
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Difusi 1D
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▪ Persamaan difusi satu dimensi

Difusi satu dimensi, arah 𝑥 saja
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= 𝜖𝑚

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2

▪ Syarat batas (boundary conditions) dan syarat awal (initial conditions) sbb.

𝑐 ±∞, 𝑡 = 0 𝑐 𝑥, 𝑡 = 0 = 𝑀1𝛿 𝑥

𝑀0 = 𝑀1𝑆
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▪ 𝑀1 adalah massa per satuan luas (kg/m2) yang 
dimasukkan secara sekaligus dan tiba-tiba 
(instantaneous source)

▪ 𝑀0 adalah seluruh massa yang dimasukkan di suatu titik 
secara tiba-tiba

▪ 𝑆 adalah luas permukaan
▪ 𝛿 𝑥  adalah fungsi delta Dirac, bernilai sama dengan nol 

kecuali di 𝑥 = 0

▪ Ingat bahwa jumlah massa 𝑀0 harus konstan sepanjang 
waktu yang ditinjau

𝑐 𝑥, 𝑡 = 0 = 𝑀1𝛿 𝑥

𝑀0 = 𝑀1𝑆

න

−∞

+∞

𝛿 𝑥 𝑑𝑥 = 1

න

−∞

+∞

𝑐 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥 = න

−∞

+∞

𝑐 𝑥, 0 𝑑𝑥 = 𝑀1 න

−∞

+∞

𝛿 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑀1



▪ Penyelesaian analitik persamaan difusi 1D tsb adalah

▪ Penyelesaian tersebut menunjukkan difusi suatu massa 𝑀0

▪ yang dimasukkan secara tiba-tiba di titik 𝑥 = 0;
▪ kemudian menyebar ke arah sumbu 𝑋 − dan 𝑋 + menurut distribusi 

Gauss Normal dan simetris terhadap 𝑥 = 0;
▪ dan konsentrasi maksimum, yang berada di titik 𝑥 = 0, berkurang 

seiring waktu.
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Hitungan di spreadsheet
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Difusi 1D
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𝑐 𝑥, 𝑡 =
𝑀1

𝜎𝑋 2𝜋
exp −

𝑥2

2𝜎𝑋
2

▪ Penyelesaian analitis persamaan difusi 1D tersebut dapat pula dituliskan sbb.

▪ Untuk suatu distribusi normal, varian 
distribusi adalah

▪ 95% luas daerah di bawah kurva pdf 
distribusi normal adalah

𝜎𝑋
2 𝑡 = 2𝜖𝑚𝑡

𝑊 = 2 × 1.96 𝜎𝑋 ≈ 4𝜎𝑋

𝑊

0



▪ Koefisien difusi dapat dihitung sbb.

▪ Persamaan di atas dapat dipakai untuk mendapatkan koefisien difusi 
dengan cara mengukur simpangan baku konsentrasi polutan di titik 𝑥 
pada dua waktu yang berbeda, 𝑡1 dan 𝑡2
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2 𝑡1
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▪ Penyelesaian analitis persamaan difusi 1D

▪ Apabila medium memiliki batas dinding → pencerminan source
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Difusi 1D dari Source Menerus
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▪ Persamaan difusi satu dimensi, massa 𝑀0 dimasukkan secara menerus 
(kontinu) di titik 𝑥 = 0

𝜕𝑐

𝜕𝑡
= 𝜖𝑚

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2

▪ Syarat batas (boundary conditions) dan syarat awal (initial conditions) sbb.

𝑐 𝑥 = 0, 𝑡 ≥ 0 = 𝑐0 𝑐 𝑥 > 0, 𝑡 = 0 = 0

𝑐 𝑥 = ±∞, 𝑡 ≥ 0 = 0 𝑐 𝑥 < 0, 𝑡 = 0 = 0



▪ Penyelesaian analitik persamaan difusi 1D tsb adalah

▪ complementary error function
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Difusi 1D dari Source Menerus
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𝑒−𝜉𝑑𝜉 MS Excel 
=ERFC(…)
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Difusi 1D dari Source Menerus

εmt = 10

0.02 

𝑐

𝑐0
= erfc

𝑥

4𝜖𝑚𝑡

Hitungan di spreadsheet
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di jarak 5 m dari source

𝑐 𝑥, 𝑡 =
𝑀1

4𝜋𝜖𝑚𝑡
exp −

𝑥2

4𝜖𝑚𝑡

Hitungan di spreadsheet



D
in

am
ik

a 
Al

ira
n 

da
n 

Tr
an

sf
er

 M
as

sa

64

ht
tp

s:
//

is
tia

rt
o.

st
af

f.u
gm

.a
c.

id Difusi 2D
Persebaran Polutan



Difusi 2D
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▪ Persamaan difusi dua dimensi

Difusi dua dimensi, arah 𝑥 dan 𝑦 (bidang 𝑧)
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= 𝜖𝑚

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑐

𝜕𝑦2

▪ Syarat batas (boundary conditions) dan syarat awal (initial conditions) sbb.

𝑐 ±∞, ±∞, 𝑡 = 0 𝑐 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0 = 𝑀2𝛿 𝑥, 𝑦



▪ Penyelesaian analitik persamaan difusi 2D tsb adalah

▪ Apabila medium homogen
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Difusi 2D

𝑐 𝑥, 𝑦, 𝑡 =
𝑀𝑥

𝜎𝑋 2𝜋
exp −

𝑥2

2𝜎𝑋
2 +

𝑀𝑦

𝜎𝑌 2𝜋
exp −

𝑦2

2𝜎𝑌
2

𝜎𝑋 = 𝜎𝑌 = 𝜎

𝑐 𝑥, 𝑦, 𝑡 =
𝑀2

𝜎 2𝜋
2 exp −

𝑥2 + 𝑦2

2𝜎2

𝜎2 𝑡 = 2𝜖𝑚𝑡

𝑀2 = Τ𝑀0 𝐿
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▪ Persamaan difusi dua dimensi

Difusi tiga dimensi, arah 𝑥, 𝑦, dan 𝑧
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= 𝜖𝑚

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑐

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2

▪ Syarat batas (boundary conditions) dan syarat awal (initial conditions) sbb.

𝑐 ±∞, ±∞, ±∞, 𝑡 = 0 𝑐 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 0 = 𝑀3𝛿 𝑥, 𝑦, 𝑧



▪ Penyelesaian analitik persamaan difusi 3D tsb adalah
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Difusi 3D

𝑐 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 =
𝑀3

𝜎 2𝜋
3 exp −

𝑟2

2𝜎2 𝑀3 = 𝑀0

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
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▪ Persamaan konveksi-difusi dalam aliran turbulen

▪ Koefisien difusi merupakan besaran tensorial
▪ Koefisien difusi vertikal, 𝜖𝑡𝑧

▪ Koefisien difusi transversal, 𝜖𝑡𝑦

▪ Koefisien difusi longitudinal, 𝜖𝑡𝑥
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Konveksi-Difusi (Turbulen)

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑐

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑐

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤𝑐

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
𝜖𝑡𝑥

𝜕𝑐

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝜖𝑡𝑦

𝜕𝑐

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
𝜖𝑡𝑧

𝜕𝑐

𝜕𝑧

ԦԦ𝜖𝑡 = 𝜖𝑡𝑥, 𝜖𝑡𝑦, 𝜖𝑡𝑧



Konveksi-Difusi (Turbulen)
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▪ Koefisien difusi vertikal

▪ Koefisien difusi vertikal rerata 
kedalaman aliran

𝜖𝑡𝑧 = 𝜅𝑢∗

𝑧

ℎ
ℎ − 𝑧

𝜖𝑡𝑧 =
1

ℎ
න

0

ℎ

𝜅𝑢∗

𝑧

ℎ
ℎ − 𝑧 𝑑𝑧 𝜖𝑡𝑧 = 0.067 ℎ𝑢∗



Konveksi-Difusi (Turbulen)
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𝑈 kecepatan rerata 
kedalaman aliran

D
in

am
ik

a 
Al

ira
n 

da
n 

Tr
an

sf
er

 M
as

sa
ht

tp
s:

//
is

tia
rt

o.
st

af
f.u

gm
.a

c.
id

𝐿𝑧 𝐿𝑧

Τℎ 2

Τℎ 2

𝑈𝑈

𝜉𝑧 = 0.1 𝜉𝑧 = 0.4

Jarak 𝐿𝑧 = 𝜉𝑧𝑈
ℎ2

𝜖𝑡𝑧
ditempuh dalam waktu 𝑡𝑧 = 𝜉𝑧

ℎ2

𝜖𝑡𝑧



Konveksi-Difusi (Turbulen)
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tepi

tepi
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▪ Koefisien difusi transversal

▪ di flume

▪ di sungai

𝜖𝑡𝑦 = 0.15 ℎ𝑢∗

𝜖𝑡𝑦 = 0.6 ℎ𝑢∗

𝑈 𝐵



Konveksi-Difusi (Turbulen)
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𝑈 kecepatan rerata 
kedalaman aliran

𝐿𝑦 𝐿𝑦

Τ𝐵 2

Τ𝐵 2

𝑈𝑈

𝜉𝑦 = 0.1 𝜉𝑦 = 0.5

Jarak 𝐿𝑦 = 𝜉𝑦𝑈
𝐵2

𝜖𝑡𝑦
ditempuh dalam waktu 𝑡𝑦 = 𝜉𝑦

𝐵2

𝜖𝑡𝑦



Konveksi-Difusi (Turbulen)
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▪ Koefisien difusi longitudinal, searah aliran

▪ Difusi longitudinal (searah aliran) 
yang ditimbulkan oleh turbulensi 
aliran umumnya diabaikan karena 
pengaruh dispersi lebih dominan.

▪ Parameter dispersi adalah koefisien 
dispersi 𝐾𝑥.

tepi

tepi

▪ Dispersi terjadi karena adanya variasi besaran kecepatan aliran (distribusi 
kecepatan) → beda antara kecepatan rerata dan kecepatan di suatu titik.
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𝜖𝑡𝑥 = 0.23 ℎ𝑢∗

𝑈 𝐵 𝑈 = ഥ𝑈 + 𝑈′ഥ𝑈 𝑈′



near-field 
zone of mixing

mid-field 
zone of mixing

far-field 
zone of mixing
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▪ Persamaan konveksi-difusi dalam aliran turbulen (difusi molekular 
diabaikan)

▪ Apabila
▪ aliran hanya satu arah, 𝑢 ≠ 0, 𝑣 = 𝑤 = 0 ⇒ 𝑉 𝑢, 0,0 = 𝑈
▪ sumber polutan kontinu
▪ transpor polutan dianggap permanen
▪ difusi longitudinal diabaikan
▪ difusi transversal telah langsung dicapai, sumber polutan merata dari tebing 

kiri ke kanan sungai
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Konveksi-Difusi Vertikal

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑐

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑐

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤𝑐

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
𝜖𝑡𝑥

𝜕𝑐

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝜖𝑡𝑦

𝜕𝑐

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
𝜖𝑡𝑧

𝜕𝑐

𝜕𝑧



Konveksi-Difusi Vertikal
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transpor
permanen

v = w = 0 difusi longitudinal
diabaikan

difusi transversal
telah dicapai

𝜖𝑡𝑧 koefisien difusi konstan

𝑈 kecepatan aliran rerata kedalaman 
(depth-averaged velocity)
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𝜕𝑐

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑐

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑐

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤𝑐

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
𝜖𝑡𝑥

𝜕𝑐

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝜖𝑡𝑦

𝜕𝑐

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
𝜖𝑡𝑧

𝜕𝑐

𝜕𝑧

𝜕𝑢𝑐

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑧
𝜖𝑡𝑧

𝜕𝑐

𝜕𝑧
⟹ 𝑈

𝜕𝑐

𝜕𝑥
= 𝜖𝑡𝑧

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2
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𝜕𝑢𝑐

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑧
𝜖𝑡𝑧

𝜕𝑐

𝜕𝑧
⟹ 𝑈

𝜕𝑐

𝜕𝑥
= 𝜖𝑡𝑧

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2

Penyelesaian analitik 
persamaan di atas apabila 
medium sangat luas adalah 𝑐𝑢 𝑥, 𝑧 =

𝐺𝑢

𝐵 4𝜋𝜖𝑡𝑧𝑥𝑈
exp −

𝑧2 𝑈

4𝜖𝑡𝑧𝑥

𝐺𝑢 = 𝑐𝑢𝑄𝑢

𝐺𝑢  adalah debit polutan di source 
yang diinjeksikan merata ke 
seluruh lebar sungai/saluran 
secara kontinu
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Τℎ 2

ℎ𝑈𝑈

“cermin”

“cermin”

image source

image source

Τℎ 2

Τℎ 2

Τℎ 2

image source

ℎ

“cermin”

▪ Dasar sungai dan muka air sebagai “cermin”
▪ syarat batas (boundary conditions) tambahan

𝑧

𝑥

ቤ
𝜕𝑐

𝜕𝑧
𝑧=0

= 0 ቤ
𝜕𝑐

𝜕𝑧
𝑧=ℎ

= 0
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𝑐𝑢 𝑥, 𝑧 =
𝐺𝑢

𝐵 4𝜋𝜖𝑡𝑧𝑥𝑈
exp −

𝑧2 𝑈

4𝜖𝑡𝑧𝑥

𝑐 𝑥, 𝑧 = 𝑐𝑢 𝑥, 𝑧 + 𝑧0 + 𝑐𝑢 𝑥, 𝑧 − 𝑧0

Konsentrasi polutan di suatu titik 
(lokasi) berasal dari source original 
dan source imajiner karena 
pencerminan oleh dasar sungai 
dan muka air

𝑐 𝑥, 𝑧 = 𝑐𝑢 𝑥, 𝑧 + 𝑧0 + 𝑐𝑢 𝑥, 𝑧 − 𝑧0 + ෍

𝑛=1

𝑁

𝑐𝑢 𝑥, 2𝑛ℎ ± 𝑧 ± 𝑧0

Pencerminan dapat terjadi berulang kali → image source 
dicerminkan kembali oleh dasar sungai dan muka air

𝑧0 adalah posisi source 
terhadap bidang 
referensi (dasar sungai)

konsentrasi polutan di 
bidang tak berbatas

konsentrasi polutan di 
bidang berbatas



D
in

am
ik

a 
Al

ira
n 

da
n 

Tr
an

sf
er

 M
as

sa

84

ht
tp

s:
//

is
tia

rt
o.

st
af

f.u
gm

.a
c.

id

Konveksi-
difusi 

vertikal
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Hitungan di spreadsheet

𝑐 𝑥, 𝑧 =
𝐺𝑢

𝐵 4𝜋𝜖𝑡𝑧𝑥𝑈
exp −

𝑧2 𝑈

4𝜖𝑡𝑧𝑥
+ exp −

𝑧 − 2ℎ 2 𝑈

4𝜖𝑡𝑧𝑥
+ exp −

𝑧2 𝑈

4𝜖𝑡𝑧𝑥
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Konsentrasi polutan dalam satuan kg/m3

(program kontur dituliskan dalam bahasa pemrograman Python)
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Transversal

Persebaran Polutan



▪ Persamaan konveksi-difusi dalam aliran turbulen

▪ Apabila
▪ aliran hanya satu arah, 𝑢 ≠ 0, 𝑣 = 𝑤 = 0

▪ sumber polutan kontinu dan transpor polutan dianggap permanen
▪ difusi longitudinal diabaikan
▪ difusi vertikal telah dicapai, polutan telah menyebar di seluruh 

kedalaman aliran
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Konveksi-Difusi Transversal

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑐

𝜕𝑥
+
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𝜕

𝜕𝑧
𝜖𝑡𝑧

𝜕𝑐
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transpor
permanen

v = w = 0 difusi longitudinal
diabaikan

difusi vertikal
telah dicapai

𝑈 kecepatan aliran rerata kedalaman 
(depth-averaged velocity)

𝐶 konsentrasi polutan rerata 
kedalaman (depth-averaged 
concentration)

karena polutan telah menyebar di 
seluruh kedalaman aliran, maka tinjauan 
dilakukan untuk nilai rerata kedalaman
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+
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𝜖𝑡𝑥
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𝜕𝑧
𝜖𝑡𝑧

𝜕𝑐

𝜕𝑧

𝜕𝑢𝑐

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑦
𝜖𝑡𝑦

𝜕𝑐

𝜕𝑦
⟹ 𝑈

𝜕𝐶

𝜕𝑥
= 𝜖𝑡𝑦

𝜕2𝐶

𝜕𝑦2
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▪ Penyelesaian analitis persamaan konveksi-difusi transversal di sungai 
yang lebar

𝐺0 = Τ𝑀0 𝑡 (kg/s)
debit polutan, merata di 
seluruh kedalaman aliran

▪ Penyelesaian analitis persamaan konveksi-difusi transversal di sungai 
berbatas

𝑦0 lokasi sumber polutan
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𝐶𝑢 𝑥, 𝑦 =
𝐺0

ℎ 4𝜋𝜖𝑡𝑦𝑥𝑈
exp −

𝑦2𝑈

4𝜖𝑡𝑦𝑥

𝐶 𝑥, 𝑦 = 𝐶𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑦0 + ෍

𝑛=1

𝑁

𝐶𝑢 𝑥, 2𝑛𝐵 ± 𝑦 ± 𝑦0
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Hitungan di spreadsheet
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Konsentrasi polutan dalam satuan kg/m3 yang berasal dari diffuser di tengah bentang sungai
(program kontur ditulis dalam bahasa pemrograman Python)

19 km

90.6 m

skala log agar grafik mudah dibaca
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diffuser di tepi 
kanan sungai

19 km

94 km

90.6 m

90.6 m



D
in

am
ik

a 
Al

ira
n 

da
n 

Tr
an

sf
er

 M
as

sa

95

ht
tp

s:
//

is
tia

rt
o.

st
af

f.u
gm

.a
c.

id Konveksi-Difusi 
Longitudinal

Persebaran Polutan



▪ Persamaan konveksi-difusi dalam aliran turbulen

▪ Apabila
▪ aliran hanya satu arah, 𝑢 ≠ 0, 𝑣 = 𝑤 = 0

▪ difusi vertikal dan transversal telah dicapai, polutan telah 
menyebar di seluruh kedalaman dan lebar aliran → polutan telah 
menyebar di seluruh bagian tampang lintang aliran
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Konveksi-Difusi Longitudinal

𝜕𝑐
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𝜕

𝜕𝑧
𝜖𝑡𝑧

𝜕𝑐

𝜕𝑧
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v = w = 0 difusi transversal
telah dicapai

difusi vertikal
telah dicapai

karena polutan telah menyebar di seluruh kedalaman aliran, 
maka tinjauan dilakukan untuk nilai rerata kedalaman
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𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝐶

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
𝜖𝑡𝑥 + 𝐾𝑥

′
𝜕𝐶

𝜕𝑥
𝜖𝑡𝑥 + 𝐾𝑥

′ = 𝐾𝑥
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koefisien dispersi
▪ Di aliran permanen dan seragam, Kx konstan

▪ berlaku setelah
▪ difusi vertikal di seluruh kedalaman aliran dicapai
▪ difusi transversal di seluruh lebar aliran dicapai

persamaan dispersi longitudinal
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di far-field 
mixing zone

▪ Koefisien dispersi, Kx

→ saluran tampang segiempat

→ sungai

→ saluran atau sungai yang memiliki distribusi kecepatan 
aliran ke arah vertikal dan ke arah transversal

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝐶

𝜕𝑥
= 𝐾𝑥

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2

Berlaku setelah jarak 𝐿𝑦 = 𝜉𝑦𝑈
𝐵2

𝜖𝑡𝑦
𝑡𝑦 = 𝜉𝑦

𝐵2

𝜖𝑡𝑦
atau setelah waktu

𝐾𝑥 = 6 ℎ𝑢∗

𝐾𝑥 = 0.011
𝐵2𝑈2

ℎ𝑢∗

140 < 𝐾𝑥 < 500



Dispersi Longitudinal

100

▪ Jika polutan 𝑀0 dimasukkan secara merata di tampang dan secara tiba-
tiba, maka penyelesaian analitis persamaan dispersi longitudinal tsb 
adalah

luas tampang aliran

konsentrasi maksimum, bergerak dengan kecepatan 𝑈 
dan berkurang seiring waktu 𝑡
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𝑀1

4𝜋𝐾𝑥𝑡
exp −

𝑥 − 𝑈𝑡 2

4𝐾𝑥𝑡

𝐶𝑚𝑎𝑥 𝑡 =
𝑀1

4𝜋𝐾𝑥𝑡
=

𝑀1

4𝜋𝐾𝑥 Τ𝑥 𝑈

𝑀1 = Τ𝑀0 𝑆 (kg/m2)
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▪ Jika polutan sejumlah 𝑀0 dimasukkan secara merata di tampang aliran 
selama waktu 𝑇
▪ dapat dibaca sebagai satu seri polutan yang dimasukkan secara berurutan, 

masing-masing dalam waktu Δ𝜏 yang sangat kecilD
in

am
ik

a 
Al

ira
n 

da
n 

Tr
an

sf
er

 M
as

sa
ht

tp
s:

//
is

tia
rt

o.
st

af
f.u

gm
.a

c.
id

Δ𝐶𝑖 𝑥, 𝑡 =
𝑚𝑖

𝑆 4𝜋𝐾𝑥 𝑡 − 𝜏𝑖

exp −
𝑥 − 𝑈 𝑡 − 𝜏𝑖

2

4𝐾𝑥 𝑡 − 𝜏𝑖

𝐶 𝑥, 𝑡 = ෍

𝑖=1

𝑛

Δ𝐶𝑖 𝑥, 𝑡 =
1

𝑆 4𝜋𝐾𝑥

෍

𝑖=1

𝑛
𝑚𝑖

𝑡 − 𝜏𝑖

exp −
𝑥 − 𝑈 𝑡 − 𝜏𝑖

2

4𝐾𝑥 𝑡 − 𝜏𝑖

𝑚𝑖 = Τ𝑀0 𝑇 Δ𝜏
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▪ Jika polutan sejumlah 𝑀0 dimasukkan secara merata di tampang aliran 
secara menerus (kontinu) dan konstan

𝐶0 konstanta

▪ Saat transpor telah mencapai 
permanen (steady state condition), 
𝑡 → ∞

▪ erfc(+∞) = 0
▪ erfc(−∞) = 2

𝐶 𝑥, 𝑡 =
𝐶0

2
exp

𝑈𝑥

𝐾𝑥
erfc

𝑥 + 𝑈𝑡

4𝐾𝑥𝑡
+ erfc

𝑥 − 𝑈𝑡

4𝐾𝑥𝑡

𝐶

𝐶0
= ൞

1 𝑈 𝑥 > 0

exp −
𝑈𝑥

𝐾𝑥
𝑈 𝑥 < 0
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Model Sebaran Polutan 
(Softwares)

Dinamika Aliran dan Transfer Massa
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▪ Software yang sebaiknya digunakan
▪ Tidak berbayar
▪ Dibuat oleh institusi yang terpercaya
▪ Terus dikembangkan dan dirawat
▪ Mudah dipakai
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Software Sebaran Polutan



▪ Storm Water Management Model (SWMM) | US EPA
▪ HEC-RAS

▪ Software-software itu menyelesaikan persamaan aliran dan 
transpor massa secara numerik, bukan secara analitik seperti yang 
dibahas dalam kuliah ini
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Software Sebaran Polutan di Sungai/Saluran

https://www.epa.gov/water-research/storm-water-management-model-swmm
https://www.epa.gov/water-research/storm-water-management-model-swmm
https://www.hec.usace.army.mil/software/hec-ras/
https://www.hec.usace.army.mil/software/hec-ras/
https://www.hec.usace.army.mil/software/hec-ras/
https://www.hec.usace.army.mil/software/hec-ras/


Terima kasih
Dinamika Aliran dan Transfer Massa

D
in

am
ik

a 
Al

ira
n 

da
n 

Tr
an

sf
er

 M
as

sa
ht

tp
s:

//
is

tia
rt

o.
st

af
f.u

gm
.a

c.
id

109


	Slide 1: Dinamika Aliran dan Transfer Massa
	Slide 2: Materi Kuliah
	Slide 3: Agenda Kuliah
	Slide 4: Agenda Kuliah
	Slide 5
	Slide 6: Permasalahan Cemaran Air Sungai
	Slide 7: Pencemaran Air Sungai
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10: Harbin’s Disaster
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13: Danube River Disaster
	Slide 14: Aliran Air di Sungai
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31: Persebaran Polutan
	Slide 32
	Slide 33: Persebaran Polutan
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36: Difusi Molekular
	Slide 37: Konveksi Laminar dan Difusi Molekular
	Slide 38: Konveksi-Difusi dalam Aliran Turbulen
	Slide 39: Difusi
	Slide 40: Difusi
	Slide 41: Difusi
	Slide 42: Konveksi-Difusi
	Slide 43: Konveksi-Difusi
	Slide 44: Konveksi-Difusi (Turbulen)
	Slide 45: Konveksi-Difusi (Turbulen)
	Slide 46: Konveksi-Difusi (Turbulen)
	Slide 47: Difusi
	Slide 48: Persamaan Difusi
	Slide 49: Difusi 1D
	Slide 50: Difusi 1D
	Slide 51: Difusi 1D
	Slide 52: Difusi 1D
	Slide 53: Difusi 1D
	Slide 54: Difusi 1D
	Slide 55: Difusi 1D
	Slide 56: Difusi 1D
	Slide 57: Difusi 1D di Medium Berbatas
	Slide 58: Difusi 1D di Medium Berbatas
	Slide 59: Difusi 1D dari Source Menerus
	Slide 60: Difusi 1D dari Source Menerus
	Slide 61: Difusi 1D dari Source Menerus
	Slide 62
	Slide 63
	Slide 64: Difusi 2D
	Slide 65: Difusi 2D
	Slide 66: Difusi 2D
	Slide 67: Difusi 3D
	Slide 68: Difusi 3D
	Slide 69: Difusi 3D
	Slide 70: Konveksi-Difusi
	Slide 71: Konveksi-Difusi (Turbulen)
	Slide 72: Konveksi-Difusi (Turbulen)
	Slide 73: Konveksi-Difusi (Turbulen)
	Slide 74: Konveksi-Difusi (Turbulen)
	Slide 75: Konveksi-Difusi (Turbulen)
	Slide 76: Konveksi-Difusi (Turbulen)
	Slide 77
	Slide 78: Konveksi-Difusi Vertikal
	Slide 79: Konveksi-Difusi Vertikal
	Slide 80: Konveksi-Difusi Vertikal
	Slide 81: Konveksi-Difusi Vertikal
	Slide 82: Konveksi-Difusi Vertikal
	Slide 83: Konveksi-Difusi Vertikal
	Slide 84
	Slide 85
	Slide 86
	Slide 87: Konveksi-Difusi Transversal
	Slide 88: Konveksi-Difusi Transversal
	Slide 89: Konveksi-Difusi Transversal
	Slide 90: Konveksi-Difusi Transversal
	Slide 91
	Slide 92
	Slide 93
	Slide 94
	Slide 95: Konveksi-Difusi Longitudinal
	Slide 96: Konveksi-Difusi Longitudinal
	Slide 97: Konveksi-Difusi Longitudinal
	Slide 98: Konveksi-Difusi Longitudinal
	Slide 99: Dispersi Longitudinal
	Slide 100: Dispersi Longitudinal
	Slide 101: Dispersi Longitudinal
	Slide 102: Dispersi Longitudinal
	Slide 103
	Slide 104
	Slide 105
	Slide 106: Model Sebaran Polutan (Softwares)
	Slide 107: Software Sebaran Polutan
	Slide 108: Software Sebaran Polutan di Sungai/Saluran
	Slide 109: Terima kasih

