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Prodi Teknik Sipil Program Sarjana DTSL FT UGM

UJIAN TENGAH SEMESTER
SOLUSI NUMERIK PERSAMAAN DIFERENSIAL

JUMAT, 8 OKTOBER 2021 | OPEN BOOK | BOLEH MENGGUNAKAN KOMPUTER | 120 MENIT

SOAL 1: METODE BEDA HINGGA (CP: A1, A2, A3, K1; BOBOT 50%)
Persamaan lendutan pelat disederhanakan menjadi:
o*w N 0w
6m x2  dy? 1

dengan x dan y adalah koordinat arah timur dan
selatan, w adalah lendutan, dan g adalah konstanta.
4m Susun penyelesaian PDP (persamaan diferensial
parsial) tersebut dengan menggunakan metode
3m beda hingga untuk kasus pelat dengan bentuk

3m seperti gambar di samping. Batas keliling pelat

dianggap sendi. Dimensi pelat: panjang 6 m, lebar

paruh sebelah kiri 4 m, dan lebar paruh sebelah kanan 3 m. Gunakan panjang Ax =
Ay =1 mdan g = 0,01. Penyelesaian persamaan diskret menggunakan metode iterasi dan
boleh memakai bantuan aplikasi spreadsheet di komputer.

PENYELESAIAN

Langkah pertama penyelesaian persamaan
i diferensial parsial lendutan pelat adalah
diskretisasi domain hitung pelat. Domain pelat ke
arah timur dan selatan dibagi menjadi sejumlah
pias setiap jarak Ax = Ay = 1 m. Ada 12 titik hitung
dan 20 titik yang telah diketahui lendutannya.

Langkah kedua penyelesaian persamaan diferensial
parsial lendutan pelat adalah pengubahan
persamaan diferensial parsial lendutan pelat
menjadi persamaan diskret lendutan pelat.

Wi_1j = 2W;; + Wity ) L Wij-1 7 2Wij+ Wijy1

Ax? Ay? b

Karena Ax = Ay = 1 m, maka persamaan di atas menjadi
Wi—gj + Witrj —4Wj +Wij1 +Wiji1 = Qi)

Persamaan di atas diubah menjadi bentuk di bawah ini untuk memfasilitasi penyelesaian
persamaan dengan metode iterasi.

1
Wij = 3(Wim1j + Wirrj + Wijo1 + Wijer — qi,)

Dengan memakai indeks iterasi n dan n + 1, persamaan iteratif metode SOR di kedua
belas titik hitung adalah sebagai berikut
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w ()lwl”ﬁl] + A =Dwity; +wiiy; + /lwl"}“1 + A=W+ Wl — qi,j)

Faktor relaksasi A bernilai antara 0 s.d. 1 untuk skema under relaxation dan antara 1 s.d. 2
untuk skema over relaxation. Faktor relaksasi A bernilai nol untuk skema Jacobi dan
bernilai satu untuk skema Gauss-Seidel. Penerapan persamaan iteratif di atas ke titik-titik
hitung menghasilkan 12 persamaan di bawah ini.

witt =40+ w3y + 0+ wi, — 0,01)
wil = 2wt + (1 - Dwly +why + 0+ w, — 0,01)
wifl = 2wt + (1 - DwPy +wpy + 0+ wl, — 0,01)
witt = 2wl + (1 - Dwhy + wdy + 0 + wp, — 0,01)
wit = 2wt + A - Dwiy +0+ 0+ wl, —0,01)
wigt = —(0 +wiy + it + (1 - Hwly + wi; —0,01)
wiit = —(AW’1+1 + (1= Dwiy + wiy + w4+ (1 — DYwiy + wi; — 0,01)
wizt = 1wl + (1 — Dwl, + wis + AwdT! + (1 — Dwl, +0—0,01)
widt = 2wl + (1 - Dwi, + wl, + Awft + (1 — DHwyy + 0 —0,01)
Wit = 1wt + (1= Dwp, + 0 + Awdt + (1 — Dwl, +0—0,01)
wizt =20+ wis + w3 + (1 — DHwi, + 0 - 0,01)
wist = 2awidt + (1 — Dwis + 0 + Awd3' + (1 — Hwl, + 0 —0,01)

Langkah ketiga penyelesaian persamaan diferensial parsial lendutan pelat adalah
hitungan iteratif untuk mendapatkan nilai-nilai lendutan di setiap titik hitung. Hitungan
iterasi dilakukan secara tabulasi. Tabel di bawah ini menampilkan cuplikan iterasi untuk
faktor relaksasi 4 = 1,5. Lendutan pelat, w, dinyatakan dalam satuan milimeter untuk
mengurangi jumlah angka sehingga nilai lendutan dapat dimuat dalam tabel. Tampak
bahwa solusi persamaan diskret lendutan pelat diperoleh setelah iterasi keempat belas.

n Wi1 Wa1 Wzq Waq Wsq Wiy Wy Wizo Wip Wso Wiz Waz Apgis
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 ---

1 -2,50 -3,44 -3,79 -392 -397 -344 -508 -583 -6,15 -6,30 -3,79 -583 6,297
2 -422 -599 -6,75 -7,09 -6,24 -599 -904 -885 -883 -689 -577 -695 3,965
3 -549 -798 -8,73 -8,70 -660 -7,74 -10,85 -10,08 -9,27 -6,57 -6,39 -7,11 1,995
4 -6,43 -912 -962 -898 -642 -853 -1145 -10,27 -9,01 -6,31 -6,51 -7,08 1,138
5 -691 -956 -9,76 -882 -6,26 -8,78 -11,51 -10,09 -8,76 -6,20 -6,50 -7,01 0,484
6 -7,08 -961 -964 -865 -619 -8,79 -11,38 -991 -8,65 -6,19 -645 -694 0,179
7 -7,10 -953 -951 -857 -6,18 -8,74 -11,26 -9,83 -8,63 -6,20 -6,41 -690 0,122
8 -7,07 946 -945 -856 -6,19 -8,68 -11,20 -9,80 -8,64 -6,21 -6,39 -689 0,075
9 -7,03 -942 -944 -856 -6,19 -865 -11,18 -9,81 -8,65 -6,21 -6,38 -689 0,039
10 -7,02 -941 -944 -857 -6,20 -8,64 -11,18 -982 -8,65 -6,21 -6,38 -689 0,017
11 -7,01 941 -945 -858 -6,20 -8,64 -11,19 -983 -8,66 -6,21 -6,38 -690 0,007
12 -7,01 941 -945 -858 -6,20 -8,65 -11,20 -9,83 -8,66 -6,21 -6,39 -690 0,005
13 -7,02 -942 -946 -858 -6,20 -865 -11,20 -9,83 -8,65 -6,21 -6,39 -690 0,003
14 -7,02 942 -946 -858 -6,20 -8,65 -11,20 -983 -8,65 -6,21 -6,39 -690 0,001
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Untuk memudahkan pembacaan lendutan pelat, maka angka-angka lendutan pelat
ditampilkan dalam bentuk kurva di beberapa tampang arah timur (arah sumbu x) dan
arah selatan (arah sumbu y).

—y=1m y=2m ——y=3m

Lendutan pelat (mm)
[*)}

-10

-12

0 1 2 3 4 5 6
Jarak arah timur (m)

x=1m X=2m x=3m x=4m x=5m

Lendutan pelat (mm)
(@)}

-10

-12

0 1 2 3 4 5 6
Jarak arah selatan (m)

Langkah hitungan iterasi dapat pula dilakukan secara tabulasi dengan memanfaatkan fitur
yang ada di Microsoft Excel. Fitur ini memudahkan hitungan karena langkah iterasi sudah
imbedded dalam spreadsheet. Untuk memanfaatkan fitur ini, maka skema iterasi diubah
menjadi skema Jacobi. Dalam hal ini, nilai faktor relaksasi adalah nol, A = 0. Tabel di
bawah ini adalah rekaman tabel hitungan dalam Microsoft Excel. Dalam tabel ini, nilai
lendutan pelat dinyatakan dalam satuan meter.
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i— 0 1 2 3 4 5 6
j y(m) x(m)- 0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 -0,0070 -0,0094  -0,0095 -0,0086  -0,0062 0
2 2 0 -0,0087 -0,0112 -0,0098 -0,0087  -0,0062 0
3 3 0 -0,0064 -0,0069 0 0 0 0
4 4 0 0 0 0 === === ===

SOAL 2: METODE VOLUME HINGGA (CP: A1, A2, A3, K1; BOBOT 50%)

Di suatu muara sungai yang memiliki tampang hampir seragam, dinamika intrusi air asin

ke hulu dapat didekati dengan persamaan berikut:
U ac f 0%c 0
0x dx2

Dalam persamaan di atas, ¢ adalah konsentrasi garam dalam satuan ppm. Syarat batas

(boundary conditions) di hulu (x = 0 m) adalah c(0) = 0 ppm dan di hilir (x = 10.000 m)

adalah ¢(10.000) = 36 ppm. Kecepatan aliran dan koefisien difusi diketahui, yaitu U =
1,2 m/s dan k = 1.500 m2/s. Lebar sungai adalah 100 m dan kedalaman aliran 10 m.
Gunakan skema upwind untuk melakukan interpolasi nilai konsentrasi garam c di batas
atau sisi sel (control volume) dan ukuran sel Ax = 1.000 m.

PENYELESAIAN

Sama dengan langkah pertama dalam penyelesaian soal lendutan pelat, langkah pertama

penyelesaian persamaan parsial diferensial intrusi air asin ke hulu adalah diskretisasi
domain hitung. Alur sungai sepanjang 10 ribu meter dibagi menjadi 10 sel (volume
kontrol) berjarak seragam, Ax = 1.000 meter.

¢ = 0ppm ¢ =36 ppm

[ ° | ° | ° | ° | | ° |
1 2 3 4 10

10X 1m

Langkah kedua penyelesaian persamaan diferensial parsial intrusi air asin adalah
penjabaran persamaan konveksi-difusi menjadi persamaan diskret. Persamaan diskret
konveksi-difusi di suatu sel adalah

uW ue
o —J»> o —J»> o ] !
w w P e E
¢W ¢w ¢P ¢e ¢E

-
-

([uSTedo — [uS]y,By) — ([F@S] - [F@S] ) - Rav

dx dx
(UeSutbe — tyySyyry) — (rese (%) ~T,S, (%)) = RAV
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Dalam persamaan di atas, variabel ¢ adalah konsentrasi garam, ¢p = c. Dalam soal intrusi
air asin, diketahui bahwa kecepatan aliran di sepanjang alur sungai adalah seragam,
koefisien difusi seragam, lebar sungai seragam, kedalaman aliran seragam, panjang sel
seragam, dan tidak ada source/sink.

U, = u,, = U = 1,2 m/s (arah aliran ke hilir).
[, =T, =k =1500 m2/s.

Se =S, =5=100x10 = 1000 m2.

Axpp = Axyp = Ax = 1000 m.

RAV = 0 ppm.m3/s.

Dengan menggunakan skema upwind difference, konsentrasi garam di batas sel, ¢, dan ¢,,,
adalah

u, =12m/s = ¢ = pp
uy, =12m/s = ¢, = Py

Dengan demikian, persamaan diskret konveksi-difusi di suatu sel menjadi

(ueSegbp—uwSW(;bW)—(FeS (¢E ¢P) TS, (qb” ¢W)> = RAV

Axpg Axyp

(=B o+ (g s g2) o+ (-

wp Xwp

= RAV
£ PE)¢E

Koefisien-koefisien ¢y, ¢p, dan ¢y dalam persamaan di atas adalah
IS 1500 x 1000

—u,,S,, — ——==-1,2 x 1000 - ————— = —2700
Ywow N 1000

TS | ooy TeSe _1500%1000 o 0o 1500x 1000 0o
= X _— =

Axwp e T Axpg 1000 ’ 1000
r,S, 1500 x 1000

il = —1500

Axps 1000

Persamaan intrusi air asin di suatu sel menjadi
= —2700¢y, + 4200¢p — 1500¢p = 0
Persamaan di atas berlaku di sel nomor 2 s.d. 9.

Koefisien-koefisian ¢, ¢p, dan ¢y dalam persamaan di atas dapat pula diperoleh dengan
cara yang sedikit berbeda. Persamaan intrusi air asin di suatu sel dituliskan dalam bentuk

awdw + apdp + agdp =R
Dalam persamaan di atas, koefisien-koefisien ay, ag, dan ap adalah
ay = —max(E,,0) — D,
ap = —max(—F,,0) — D,
ap=—ay —ag+F —F, —Rp
E, =u,S,, F.=1u,S,
[, Sw _ TS,

D. = =
w Ax ~ ¢ Ax

Penyelesaian Soal UTS SNPD 2021 hlm. 5 dari 8



Prodi Teknik Sipil Program Sarjana DTSL FT UGM

Karena kecepatan aliran, luas tampang aliran, koefisien difusi, dan panjang sel seragam,
maka
F,=F,=US=12x100x10= 1200
'S 1500x 100 x 10

Dy,=D,=—-= = 1500
W ¢ Ax 1000

Karena tidak ada source/sink, maka
R, =
Rp=0

Dengan demikian, koefisien-koefisien a;,, ag, dan ap adalah

ay = —max(E,,0) — D, = —max(1200,0) — 1500 = —2700
ap = —max(—F,,0) — D, = —max(—1200,0) — 1500 = —1500
ap=—ay —ag+F, —F,—Rp =2700+ 1500 + 1200 — 1200 — 0 = 4200
= —2700¢, + 4200¢p — 150005 = 0

Tampak bahwa cara pertama dan kedua untuk mendapatkan persamaan diskret di suatu
sel menghasilkan persamaan yang sama. Untuk sel yang berada di batas domain hitung,
perlu dilakukan penjabaran yang berbeda dengan penjabaran persamaan di sel nomor 2
s.d. 9.

Sel nomor 1.

U, U,

—t>= 0 —+> © | i
w 1 e 2

$w=0 ¢ Pe b2

5ot — Sy (rese (=) _rs, (M)) _ R

Axpg Axyp

lﬂWSW+ 5+FeSe + L3 RAV + s+r
(Ax/Z Uede Ax)qbl ( Ax )¢2_ (”W A/2>¢W

LS, r,S, 1500 x 1000 1500 x 1000
Ax/2+“"s = T oeasz 12 X 1000 + === = 5700
,S, 1500 x 1000
TTAax C T 1000 - 1°00

1500 x 1000)

LS,
RAV S, —0+(1,2x 1000 +
* (uw T ax /2) $w =0+ ( 1000/2

= 5700¢; — 1500¢, = 0
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Sel nomor 2.

|
]

(UoSoPo — Uy Sy Do) — (rese (M) ~T,S, (M)> = RAV

Axpe Axyp
r,S, IS, r,S,
(_”WSW )qbg ( Ax Ax/2> Pro = RAV + (_”35 et Ax/Z) Pe
TS, 1500 x 1000
—uWSW - W = —1,2 x 1000 — W = —=2700
r,S, I,S, 1500x 1000 1500 x 1000
+ = + = 4500
Ax  Ax/2 1000 1000/2
RAV + ( eSe ) 0+ ( 1,2 x 1000 + 1500 1000) 36 = 64800
= X —————|x36=
UeSe ¥ 175 ) Pe = ’ 1000/2

= —2700¢ + 4500¢,, = 64800

Sepuluh persamaan di semua sel, yang dituliskan dalam bentuk perkalian matriks adalah

r 5700 —1500 0 0 0 0 0 0 0 0 1(%

0
—-2700 4200 -1500 0 0 0 0 0 0 0 ¢2 0

0  —2700 4200 -1500 O 0 0 0 0 0 b3 0

0 0  -2700 4200 -1500 0 0 0 0 0 on 0

0 0 0  —2700 4200 -1500 0 0 0 0 s\ _J) O

0 0 0 0  -2700 4200 -1500 0 0 0 b ] O

0 0 0 0 0  —2700 4200 -1500 O 0 o 0

0 0 0 0 0 0  —2700 4200 -1500 0 bs 0

0 0 0 0 0 0 0  —2700 4200 —1500(| ¢, 0

0 0 0 0 0 0 0 0 —2700 4500 1 \gp,, 64800

Penyelesaian perkalian matriks di atas dengan bantuan spreadsheet menghasilkan nilai-
nilai konsentrasi garam di setiap sel, dalam satuan ppm.

$1) 0,031 Y

b2 0,118
b3 0,276
N 0,558
¢s 1,068
Yoo [T ) 1,984 (
b, 3,634
bs 6,603
bo 11,948
D10 \21,569
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= N [\ N
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=
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