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Prodi Teknik Sipil Program Sarjana DTSL FT UGM

UJIAN TENGAH SEMESTER
SOLUSI NUMERIK PERSAMAAN DIFERENSIAL

JUMAT, 4 OKTOBER 2024 | 13:30—15:30 | BUKU TERTUTUP

S0AL 1: CP A1, A2, A3, K1 (BOBOT NILAI 50%)

Persamaan lendutan pelat dapat disederhana-

75 cm
kan menjadi
20 cm
*w N o%?w
50 cm axz = dy? 1
0w Wiv1,j — 2Wi,j + Wi_1,j
50 cm =
1m d0x2 Ax?
50 cm 0%w _ Wij+1 — 2Wi,j + Wi j-1
dy? Ay?
30 cm Variabel x dan y adalah koordinat arah timur
dan utara, w adalah lendutan (dalam cm), dan g
75 cm adalah konstan. Susun penyelesaian persamaan

diferensial parsial tersebut dengan mengguna-
kan metode beda hingga untuk kasus pelat dengan bentuk dan dimensi seperti gambar.
Batas keliling pelat dianggap sendi. Nilai ¢ = 5. Susunlah persamaan diskret di seluruh titik
interior (titik hitung). Nilai Ax dan Ay maksimal adalah 10 cm.

PENYELESAIAN

Langkah pertama penyelesaian persamaan diferensial parsial lendutan pelat adalah
diskretisasi domain hitung. Domain hitung ke arah timur (absis, sumbu x) dan arah utara
(ordinat, sumbu y) dibagi menjadi sejumlah pias

10
berjarak Ax =5 cm dan Ay = 10 cm. Ada 66 titik
? hitung dan 61 titik yang telah diketahui lendu-
8 tannya, yaitu w = 0 di tumpuan sendi.
Ar =5 em Titik hitung adalah di titik-titik persilangan garis-
Ay =10cm garis berwarna merah di gambar samping kiri.
Persamaan diskret lendutan di titik hitung adalah
3
y Wit +2W; ) — Wiq L Wit = 2w+ wijg
Ax? Ay?
1
T N q
0
j 01 3 7 10 13 15 = Ay (wipr — 2wy + Wi_q)
[—>
x + AXZ(WL'J'+1 - 2Wi,j + Wi,j—l)
= Ay?Ax?q
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= Ay?wi_qj + Ay Wi + AxPw; g + AxPw; 0 — (QAY? + 2Ax®)w; j = Ay*Ax?q

Untuk memfasilitasi penyelesaian persamaan di atas dengan
, maka persamaan di atas dituliskan dalam bentuk

n+1

. =—— = (A
Wil = Gayr v 2y Y
- AXZWi,j+1n)

2 2 2 n 2 n 2 n
Ax2q — Ay wi_q ;" =AY Wiyq ;" — DX Wy g

Superskrip n dalam persamaan di atas merujuk pada nomor urut iterasi hitungan. Cara pe-
nyelesaian, tentu saja, tidak harus menggunakan metode Jacobi. Ada beberapa metode yang
lain, misalnya metode Gauss-Seidel, metode SOR, operasi matriks. Substitusi nilai-nilai Ax,
Ay, dan q ke persamaan itu memberikan persamaan

Wi’jn+1 = (2 » 102 2% 52) (102 X 52 X5 — 102Wi_1_jn — 102Wi+1,jn - 52Wi,j_1n
— 5%w; j41™)
n+l — ! 12500 — 100 n—-100 n_25 n_25 n
= W;; = m( - Wi—1,j — Wigq,j — £OWjj_1" — 20Wj 41 )

= Wi’jn+1 =50 - 0.4Wl'_1’]'n - 0.4-Wi+1‘]'n — 0.1Wi,j_1n - 0.1Wi,j+1n

Persamaan di atas berlaku untuk titik-titik hitung (i, j) yang tidak bertetangga dengan batas
domain hitung. Titik hitung (i,j) ini bertetangga dengan 4 titik hitung interior, yaitu
(i—-1,)),G+1,)),({,j—1),dan (i,j + 1). Apabila titik hitung (i, j) bertetangga dengan
batas domain hitung, maka variabel w di batas domain hitung diketahui, yaituw = 0 cm.
Nilai ini disubstitusikan ke variabel w di batas domain hitung. Titik hitung (i,j) yang
bertetangga dengan batas domain hitung dapat memiliki 1, 2, atau 3 tetangga batas domain
hitung. Contoh titik hitung yang memiliki 1 titik tetangga di batas domain hitung adalah titik
hitung (7,2). Persamaan di titik hitung (7,2) adalah

w, ™ =50 — 0.4wg,"™ — 0.4wg,™ — 0.1w, ;™ — 0

Contoh titik hitung yang memiliki 2 titik tetangga di batas domain hitung adalah titik hitung
(7,9). Persamaan di titik hitung (7,9) adalah

W7'9n+:l = 50 - 0.4‘W6,9n - 0.4W8'9n - 0 - 0

Contoh titik hitung yang memiliki 3 titik tetangga di batas domain hitung adalah titik hitung
(1,9). Persamaan di titik hitung (1,9) adalah

W1'9n+1 = 50 - 0 - 0.4W2,9n - O - 0

SOAL 2: METODE VOLUME HINGGA (CP: A1, A2, A3, K1; BOBOT 50%)
Di suatu muara sungai yang memiliki tampang hampir seragam, dinamika intrusi air asin

ke hulu dapat didekati dengan persamaan

Uac kazc —0
0x ox?

Dalam persamaan di atas, ¢ adalah konsentrasi garam dalam satuan ppm. Syarat batas
(boundary conditions) di hulu adalah c(x = 0) = 0 ppm dan syarat batas di hilir adalah
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c¢(x =10000) = 40 ppm. Kecepatan aliran seragam di sepanjang ruas sungai, yaitu U =
0.6 m/s. Koefisien difusi diketahui, yaitu k = 900 m2/s. Lebar sungai adalah 120 m dan ke-
dalaman aliran 2.5 m. Gunakan skema hybrid difference untuk melakukan interpolasi nilai c
di sisi volume kontrol. Ruas sungai 10000 m dibagi menjadi 13 volume kontrol yang beru-
kuran tak seragam sebagai berikut.

volume 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
kontrol

Ax(m) 500 600 700 800 900 1000 1000 1000 900 800 700 600 500

a. Tuliskan persamaan diskret di setiap volume kontrol.
b. Lakukan langkah hitung secara iteratif, setidaknya dua langkah iterasi.

Catatan

Persamaan transpor konvektif-difusif di suatu volume kontrol

[(4e5)be = (wSw)hu] I (%) Se—Tw (%)W Su) = Rav

Angka Peclet

_ us
T TS/Ax

Pe
Hybrid difference menggunakan Angka Peclet -2 dan 2.

PENYELESAIAN

Langkah awal penyelesaian persamaan diferensial secara numeris adalah diskretisasi
domain hitung. Dalam metode volume hingga, domain hitung dicacah menjadi sejumlah vo-
lume kontrol. Gambar di bawah menampilkan 13 volume kontrol yang berukuran tidak
seragam.

10 km = 10000 m

Ax(m)

500 600 700 800 900 1000 1000 1000 900 800 700 600 500

Le | o [ o [ e | o | o | o | o | o | e | e | e [ e |

Tl 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13T

¢(0) = 0 ppm g; &601?(/25_5 — 300 m? c(10000) = 40 ppm
k =900 m2/s

Persamaan transpor konvektif-difusif di suatu volume kontrol dalam domain hitung yang
dicacah menjadi sejumlah volume kontrol berukuran tak seragam, dalam kasus intrusi air
asin di muara sungai dalam soal ini, adalah
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— RS o I

w w P e E
w T Cp T Cg
U, U,

Sw Se
Cw Ce

ky, ke

@, @.

dc dc
[(UeSe)Ce - (UWSW)CW] - [ke <_> Se - kW (—) Sw] = RAV
- dx e dx w —
konveksi source/sink
difusi

Source dan sink tidak ada di semua volume kontrol, sehinggaR = 0 = R = 0.

(WeSdee = WaSiIew] — [Ke (g) S — ko (g)w 5,]=0

konveksi

difusi

Skema hybrid difference memandu komponen konvektif dan difusif dalam persamaan trans-
por massa di atas. Apabila Angka Peclet di luar rentang -2 s.d. 2, maka transpor konvektif
dihitung dengan cara upwind difference dan transpor difusif diabaikan. Angka Peclet di vo-
lume kontrol terbesar dan terkecil di domain hitung adalah

po_ US___06x300 _
© = kS/Ax T 900 x 300/1000
us 0.6 X 300
Pe — 0.333

~ kS/Ax 900 x 300/500

Dengan demikian, Angka Peclet di semua volume kontrol berada dalam rentang -2 s.d. 2,
sehingga komponen konvektif dihitung dengan cara upwind difference dan komponen difu-
sif tidak diabaikan. Skema upwind difference memandu variabel konsentrasi garam di sisi
volume kontrol, ¢,, dan c,. Variabel konsentrasi garam di sisi volume kontrol mengacu pada
konsentrasi garam di volume kontrol asal, yaitu volume kontrol di sisi hulu aliran. Karena
arah aliran adalah dari kiri ke kanan di seluruh domain hitung, maka di semua volume kon-
trol berlaku

cw =cy danc, = cp

Gradien konsentrasi di sisi volume kontrol dihitung dengan diferensi tengah.
dc Cp — Cy dc Cp — Cp
() =g p— dan (o) =
dx/y  Axyy + Axyp dx/. Axpe+ Axep

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di sebuah volume kontrol interior (bukan di
batas domain), dengan demikian, adalah

[(U,S)cp — (UySy)ew] [k( e Cp )5 k( e~ Cw )5]—0
eve)Cp wow ) Cw e AXpe+Aer e w Awa+Awa wl| —
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kW SW
Axyyy, + Axyp

( k.S, ) _0
Axp, + Axop E =

kWSW kese
o

= (-U,S
( wew Axyry, + Axyp  Axpe + Axep

)cW =+ (UeSe =+

Di volume kontrol #1, yang berada di batas kiri domain hitung, persamaan transpor kon-
vektif-difusif adalah

e A ) |
w P e E

T cp T Cg

U, U,

Sw S,

C Ce

k,, ke

(@), (@),

[(U,S.)cp — (UySi)en] [k CE_ g _k CP_CWS]—O
eve)CP wow ) Cw e(Axpe+Aer> ¢ W( Ax,,p ) i

kWSW kese kese kWSW
(s, S ) (kS ) (o e
( €7 Axyp  Axpe + Axep cp Axpe + Ax.p e WEW Axyp “w

Di volume kontrol #13, yang berada di batas kanan domain hitung, persamaan transpor
konvektif-difusif adalah

| ° s |
w w P e
w T Cp T
Uy, U,
Sw Se
Cw Ce

Ky

e

k
(dC) (dC)
dx/,, dx/ pe

[(U,S)cp — (U Sy)ew] [k e ”PY\s _k p " Cw s]—o
eve)Cp wow)Cw e( AXpe ) € W(AxWW+Apr> wi—

kWSW
Axyyy, + Axyp

kWSW k€S€ keSe
“an) = (5

= |-U,S
( wew Axyy, + Axyp  Axp, Axp,

)CW + (UeSe +

Persamaan-persamaan diskret intrusi air asin di volume kontrol #1 s.d. #13, dengan demi-
kian, dapat disusun sebagai berikut.

UySyw = U,S, = 0.6 x 300 = 180 m3/s
kywSyw = koS, = 900 X 300 = 270000 m*/s
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vk #1 +1750.909 ¢;  -490909 ¢, = 0
vk #2 -670.909 ¢, +1086294 ¢,  -415385 3 = 0
vk #3 -595.385 ¢, +955.3846 3 360 ¢, = 0
vk #4 -540 c¢;  +857.647 ¢,  -317.647 c¢5 = O
vk #5 -497.647 ¢,  +781.858 s  -284211 ¢5 = 0
vk #6 ~464211 c¢s  +734211 cq 270 ¢, = 0
vk #7 —450 ¢4 +720 ¢, 270 ¢g = 0
vk #8 -450 ¢, +734211 ¢ -284211 ¢ = O
vk #9 -464211 cg  +781.858 ¢y  -317.647 ;o = O
vk #10  -497.647 o  +857.647 ¢y -360 ¢y = 0
vk #11 -540 ¢;o  +955.385 c¢;;  -415385 ¢, = O
vk #12 595385 c¢;; +1086.294 ¢,  -490.909 c;3 = 0
vk #13 670909 c¢;; +1750.909 ci3 = 43200

Penyelesaian persamaan di atas dapat dilakukan secara iteratif. Salah cara iteratif adalah

— n __ n
o+l — i —Qi1Ci—q ;3Cit1
l

a;»

Dalam persamaan di atas, subskrip i = 1, 2, ..., 13 mengacu pada nomor volume kontrol dan
superskripn = 0, 1, ... menunjukkan nomor urut iterasi. Variabel r; adalah kontanta di sisi
kanan tanda kesamaan, variabel a; 1, a;,, dan q; 3 adalah koefisien-koefisien persamaan
diskret intrusi air asin. Berikut adalah cuplikan hitungan iteratif metode Jacobi
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iterasi c1 c2 c3 (o) Cs Ce c7 Cs Co C10 c11 C12 C13 error
0 1 3 6 10 14 18 22 26 30 34 37 39 40
1 0.8411 2.9119 5.6377 89630 129081 16.9419 21.0000 25.0968 29.2502 32.9383 36.1739 38.3557 39.6168 0.1589
2 0.8164  2.6753 5.1920 83304 11.8634 15.8838 20.0000 24.1936 28.2826 32.1564 35.2937 37.7298 39.3700 0.2367
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