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3 Metode Volume Hingga

3.1 Transpor Difusif

3.1.1 Persamaan Transpor Difusif 1D

Dalam topik kuliah yang lalu, yaitu metode beda hingga, telah dikenalkan persamaan kon-
duksi termal (konduksi panas), yang tidak lain adalah persamaan transpor difusif atau per-
samaan difusi. Persamaan konduksi termal dalam bidang satu dimensi adalah

or _ 0°T
ot  0x2

Dalam persamaan di atas, T adalah temperatur medium, k adalah koefisien difusi termal
medium, t adalah waktu, dan x adalah jarak. Persamaan konduksi termal di atas merupakan
persamaan transpor termal dalam bentuk transpor difusif. Bentuk umum persamaan trans-
por difusif sembarang skalar adalah

o a0

9t  9x ox

Dalam persamaan di atas, ¢ adalah sembarang skalar dan I" adalah koefisien difusi. Perhati-
kan bahwa letak I' dalam persamaan di atas berbeda dengan letak k dalam persamaan kon-
duksi termal. Dalam persamaan transpor difusif di atas, nilai koefisien difusi tidak harus
homogen di seluruh medium. Ketika difusi telah mencapai permanen (steady-state conditi-
on, steady diffusion), yaitu ketika difusi tidak bergantung kepada waktu, maka d¢/dt = 0.

Persamaan transpor difusif permanen adalah
d _do
—I—=0
dx dx

Perhatikan notasi diferensial yang berubah dari diferensial parsial menjadi diferensial bia-
sa. Nilai skalar ¢p merupakan fungsi tempat saja, ¢(x). Apabila ada source, maka persamaan
transpor difusif menjadi

d d
(49 _

—_ =R
dx dx

Dalam persamaan di atas, R adalah source atau sink. Variabel source atau sink merepresen-
tasikan massa yang masuk ke dalam sistem atau keluar dari sistem.

3.1.2 Solusi Numerik Persamaan Transpor Difusif 1D dengan Metode
Volume Hingga

Penerapan metode volume hingga untuk penyelesaian persamaan difusi dilakukan melalui

contoh kasus. Dalam kuliah topik metode beda hingga, telah dibahas kasus konduksi termal

melalui sebuah batang. Gambar 3.1 menyajikan skema kasus konduksi termal ini. Sebuah
batang logam bulat-panjang dibungkus isolator termal, kecuali di pangkal dan ujung batang
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yang memiliki temperatur berbeda, panas di pangkal dan dingin di ujung. Diameter batang
adalah 6 mm, panjang batang adalah 10 cm, temperatur di pangkal batang adalah 100°C,
temperatur di ujung batang adalah 50°C, dan koefisien difusi termal batang logam adalah
0.835 cm?/s. Persamaan konduksi termal melalui batang ketika konduksi telah konstan

(steady) mengikuti persamaan transpor difusif yang berbentuk
d dT d _d¢
o ax T ax R

Langkah hitung penyelesaian numerik persamaan di atas mengikuti langkah berikut.

1) Pengubahan domain hitung kontinu menjadi domain hitung diskret, yang lazim di-
kenal sebagai diskretisasi domain hitung.

2) Penyusunan persamaan diferensial difusi atau konduksi termal dalam domain dis-
kret, yang dikenal sebagai diskretisasi persamaan.

3) Penyelesaian sistem persamaan diskret, yang berupa sistem persamaan aljabar li-
near, untuk mendapatkan variabel yang tidak diketahui.

Paragraf-paragraf di bawah ini memaparkan secara rinci langkah hitung penyelesaian nu-
merik persamaan transpor difusif permanen.

Potongan A-A dingin
panas A

Gambar 3.1 Konduksi termal melalui sebuah batang

1 Diskretisasi Domain Hitung

Domain hitung, dalam hal ini batang logam, dibagi menjadi sejumlah volume kontrol (con-
trol volume) diskret, atau sering pula disebut dengan cell. Volume kontrol di dekat batas
domain hitung diletakkan dengan menempatkan sisi volume kontrol berimpit dengan batas
domain hitung. Titik hitung (node) adalah titik tengah volume kontrol. Dalam kasus difusi
melalui batang ini, domain hitung dibagi menjadi lima volume kontrol berukuran seragam.
Setiap volume kontrol memiliki panjang dua centimeter. Gambar 3.2 menunjukkan kelima
volume kontrol ini.
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100°C 50°C
I ® | ° I ® I I 0 I
1 2 3 4 5
5X2cm

Gambar 3.2 Diskretisasi domain hitung transpor difusif menjadi 5 volume kontrol
berukuran seragam, panjang 2 cm

2 Diskretisasi Persamaan Transpor Difusif

Gambar 3.3 menampilkan sebuah volume kontrol yang dicuplik dari Gambar 3.2. Titik
hitung sebuah volume kontrol diidentifikasikan oleh simbol P yang memiliki volume
kontrol tetangga di sisi kiri, W (West), dan di sisi kanan, E (East). Bidang sisi-sisi volume
kontrol diberi notasi w (west) di sisi kiri dan notasi e (east) di sisi kanan.

Axwp Axpg

Gambar 3.3 Sebuah volume kontrol transpor difusif

Integrasi persamaan diferensial transpor difusif permanen satu dimensi untuk sebuah vo-

lume kontrol adalah
R
] & (Ge) v = [[f rav

Dengan penerapan teorema divergensi (teorema Gauss), integral volume suku difusi di sisi
kiri tanda kesamaan berubah menjadi integral luasan tertutup yang menyelimuti volume

| 18505 = [ v

Dalam persamaan di atas, S adalah vektor luas yang memiliki arah tegak lurus ke arah luar
selimut volume kontrol (Gambar 3.4). Untuk volume kontrol satu dimensi (Gambar 3.3),
persamaan di atas dapat diubah menjadi

(F%S) (Fz—d)S) = RAV
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5, < R—> = —>

Gambar 3.4 Vektor luas selimut volume kontrol satu dimensi

Dalam persamaan di atas, S adalah luas sisi volume-kontrol, AV adalah volume volume-
kontrol, dan R adalah source rerata di dalam volume kontrol. Variabel-variabel di sebelah
kiri tanda kesamaan dituliskan secara terpisah menjadi

d d _
-T, (£>w Sw+ e (d_(i)>e Se = RAV
Dalam persamaan di atas, I, dan I, adalah koefisien difusi di bidang sisi kiri, w, dan sisi
kanan, e, volume kontrol. Gradien variabel skalar (d¢/dx),, dan (d¢/dx), adalah gradien
variabel skalar di sisi kiri, w, dan sisi kanan, e, volume kontrol. Demikian pula, S,, dan S,
adalah luas bidang sisi kiri, w, dan sisi kanan, e, volume kontrol. Tampak bahwa suku-suku
di sisi kiri tanda kesamaan merupakan variabel-variabel atau gabungan variabel-variabel
di sisi volume kontrol. Padahal, variabel-variabel yang dicari adalah variabel-variabel di
volume kontrol, yaitu di P, W, dan E, kecuali luas sisi, S,, dan S, , yang memang variabel yang
diketahui di sisi volume kontrol (Gambar 3.5). Nilai variabel-variabel di sisi volume kontrol
itu dikaitkan dengan variabel-variabel di volume kontrol dengan cara sebagai berikut.

Axwp Axpg

Axyp Axp,

e | % T e

w w p e E

dw l ®p l o
T, T,
(@), (@),
Sy S,

Gambar 3.5 Posisi variabel-variabel dalam persamaan transpor difusif di sebuah volume
kontrol

Nilai koefisien difusi I}, dan I, dihitung dengan cara interpolasi linear dari nilai-nilai di dua
volume-kontrol tetangga kiri dan kanan.

_ Dxyply + Axyyy Ip
=

Axyyy + Axyp

_ Axeplp + Axpelg
¢ Axpp + Axep
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Cara interpolasi linear untuk menghitung nilai-nilai di sisi volume kontrol di atas dikenal
dengan istilah beda hingga tengah (central difference). Apabila ukuran volume kontrol sera-
gam, maka koefisien difusi di sisi-sisi volume kontrol menjadi

1
L ZE(FW +Tp)

1
[, = E(FP + FE)

Gradien variabel skalar di sisi-sisi volume kontrol dihitung dengan menerapkan beda hing-
ga maju (forward difference).

(), "5

Luas sisi-sisi volume kontrol diketahui. Misalnya, sisi yang berbentuk lingkaran memiliki
luas /4 d?.

Bentuk persamaan diskret transpor difusif permanen di sebuah volume kontrol, dengan de-
mikian, adalah

Axy,p vy + Axyy, I — Ax, gIp + Axp, T — _
_( wplw ww P)((.bP ¢W>S ( eelp Pe E>(¢E ¢P)SQ=RAV

Axyy, + Axy,p Axyp Axpe + Axop Axpg
Ty Te
¢p — dw b5 — ¢p =
-I (—)S I (—)S = RAV

Pengelompokan koefisien dalam persamaan di atas menghasilkan persamaan

TwSw TwSw  TeSe ) (I‘eSe ) =
- - = RAV
(Axwp) Pw + ( Axyp Axpg e+ Axpg P

Persamaan diskret transpor difusif di atas merupakan persamaan diskret di setiap volume
kontrol. Untuk lima volume kontrol (Gambar 3.2), diperoleh lima persamaan. Nilai variabel
¢ di setiap volume kontrol, ¢p, merupakan fungsi nilai-nilai ¢ di dua volume kontrol
tetangga, ¢, dan ¢g. Volume kontrol yang berada di pangkal dan ujung batang, yaitu
volume kontrol 1 dan 5, hanya memiliki satu tetangga. Salah satu sisi volume kontrol 1 dan
5 berimpit dengan batas domain hitung. Di batas domain, nilai ¢ diketahui. Nilai ini dikenal
sebagai syarat batas (boundary conditions). Paragraf-paragraf di bawah ini memaparkan pe-
nyusunan kelima persamaan diskret transpor difusif. Paparan berawal dari penyusunan
persamaan diskret volume kontrol 2, 3, dan 4 yang tidak berbatasan dengan domain hitung.

Volume kontrol 2, 3, 4. Telah ditetapkan bahwa ukuran volume-kontrol seragam, Ax =
2 cm, koefisien difusi seragam, I' = 0.835 cm?2/s, dan luas sisi volume-kontrol seragam, S =
/4 %X 0.6% = 0.2827 cm?, dan tanpa source atau sink, R = R = 0. Persamaan diskret trans-
por difusif di volume kontrol 2, 3, dan 4 adalah
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LwSw TwSw  TeSe ) (FeSe ) _
+1— - + = RAV
(Axwp) Sw ( Axyp Axpg e Axpg P

2 2 2

0.835 x /4 x 0.62
+ 2 E = 0

0.835 X /4 X 0.62 0.835 X /4 X 0.62  0.835 X 11/4 x 0.62
wt|— - —0]ép

= 0.118¢y, — 0.236¢p + 0.118¢; = 0

Persamaan diskret transpor difusif di ketiga volume kontrol, dengan demikian, adalah

cv2: 0.118¢; — 0.236¢), + 0.118¢5 = 0
cv3: 0.118¢, —0.236¢3 + 0.118¢, = 0
cv4: 0.118¢; —0.236¢, + 0.118¢s = 0

Notasi cv merujuk kepada volume kontrol (control volume).

Volume kontrol 1. Gambar 3.6 menampilkan volume kontrol 1. Sisi kiri volume kontrol ini,
w, berimpit dengan batas domain hitung. Volume kontrol ini tidak memiliki volume kontrol
tetangga kiri. Volume kontrol W tidak ada. Di sebelah kanannya, volume kontrol ini berte-
tangga dengan volume kontrol 2, yang menjadi volume kontrol E. Persamaan diskret trans-
por difusif di volume kontrol 1 berbentuk

-T, (M) Sy +T, (M> S, = RAV

¢w ¢P l ¢E
y

T, I,
@, ().
Sw S,

Gambar 3.6 Volume kontrol di batas kiri domain hitung transpor difusif

Dengan pengelompokan koefisien, diperoleh

TwSw IS, FWSW> (FeSe) —
+(—-2e + = Rav
Ax,,p Pw ( Axpr  Axyp 2 Axpg e
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Temperatur di batas kiri batang diketahui, ¢, = 100°C. Suku pertama dalam persamaan di
atas dipindahkan ke sisi kanan tanda kesamaan. Di volume kontrol 1 ini, tidak ada source

atau pun sink.
(- Arese _rwsw) b+ (Fese
Xpg  Axyp Axpg

— TS,
)b = Rav - 2 g,

wP

0.875 x /4 x 0.6> 0.875 X /4 % 0.6> 0.875 x /4 % 0.62
= | — 2 - 1 P + 2 E
0.875 x /4 X 0.62

=0 x 100
1

= —0.354¢p + 0.118¢; = —23.6

Persamaan diskret transpor difusif di volume kontrol 1, dengan demikian, adalah

w1: —0.354¢, +0.118¢, = —23.6

Volume kontrol 5. Gambar 3.7 menampilkan volume kontrol 5. Di sebelah kirinya, volume
kontrol ini bertetangga dengan volume kontrol 4, yang menjadi volume kontrol W. Sisi ka-
nan volume kontrol ini, e, berimpit dengan batas domain hitung. Volume kontrol ini tidak
memiliki volume kontrol tetangga kanan. Volume kontrol E tidak ada. Persamaan diskret
transpor difusif di volume kontrol 5 adalah

¢p— @ b — ¢ D
~TwSw ( wapw) *le ( Axp, P> S = ROV
(&), (&),
Axyp
AxPe
<>
o %

T, T,
@), @,
Sw Se

Gambar 3.7 Volume kontrol di batas kanan domain hitung transpor difusif

Dengan pengelompokan koefisien, diperoleh

LwSw LwSw FeSe> IS, _
+ (2w + = RAV
(Axwp) Pw ( Axyp Axp e Axp, P
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Temperatur di batas kanan batang diketahui, ¢, = 50°C, sehingga suku paling kanan dalam
persamaan di atas dipindahkan ke sisi kanan tanda kesamaan. Di volume kontrol 5 ini, tidak
ada source atau sink.

IS IS TS, _ TS,
(WW)¢W+(_ WW_ e e)¢P:RAV— e ed)e
Axyp Axwp  Axpe Axpe

0.875 x /4 % 0.6° 0.875 x /4 x 0.6 0.875 x /4 % 0.6>

= wtl— - ¢p+

2 2 1
B 0.875 x /4 % 0.62

=0 X 50
1

= 0.118¢,, — 0354¢pp = —11.8

Persamaan diskret transpor difusif di volume kontrol 5, dengan demikian, adalah

cv5: 0.118¢, — 0.354¢s = —11.8
Persamaan diskret transpor difusif di lima volume kontrol membentuk satu sistem persa-
maan linear.

cv1l: —0354¢, +0.118¢p, = —23.6
cv2: 0.118¢, — 0.236¢, + 0.118¢3 = 0
cv3: 0.118¢, — 0.236¢; + 0.118¢, = 0
cv4: 0.118¢; — 0.236¢, + 0.118¢: = 0
cv5: 0.118¢, — 0.354¢; = —11.8

3 Cara Kedua Penyusunan Persamaan Diskret Transpor Difusif

Apabila volume kontrol berjumlah banyak, maka jumlah persamaan pun banyak. Cara pe-
nulisan persamaan diskret yang dipaparkan dalam butir 2 menjadi tidak praktis. Cara pe-
nulisan lain penulisan persamaan diskret transpor difusif adalah dengan menamai koefisien
suku-suku persamaan diskret transpor difusif a;y,, ag, ap. Persamaan diskret transpor difu-
sif ditulis sebagai berikut.

awPw + appp + agpr = RAV

Suku source atau sink di sebelah kanan tanda kesamaan acap kali merupakan fungsi variabel
skalar ¢ itu sendiri. Dengan pendekatan linear, maka suku source atau sink menjadi

RAV =Ry + Rpopp
Persamaan diskret transpor difusif menjadi
awdw + appp + appr = Ry + Rpp
awdw + (ap — Rp)dp + agdr = Ry,

Untuk penyederhanaan tulisan, koefisien Rp digabungkan dengan ap, sehingga ap mengan-
dung Rp. Dengan cara ini, persamaan diskret transpor difusif menjadi

awdw + apdp + agpg =Ry

Bentuk persamaan diskret transpor difusif permanen di sebuah volume kontrol, dengan de-
mikian, adalah
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TwSw LwSw  TeSe ) IeSe

(2w + =R, +R

(Axwp) Sw ( Axyp  Axpe e Axp, Pe = Ru+ Rpdp
S

r,S, TL.S IS
W>¢W+(_M_ﬂ_RP)¢P+ﬁ¢e=Ru

Axyp  Axpe Axp,
——
aw ap ag
Koefisien ayy, ag, dan ap adalah
TwSw IeSe
ay = , ag = , dan ap = —ay —ag — Rp
Axyp Axpg

Penulisan koefisien persamaan seperti di atas menyingkat penulisan, terutama jika jumlah
persamaan banyak. Cara penulisan seperti ini memiliki keunggulan apabila penyelesaian
sistem persamaan linear dilakukan secara pemrograman komputer. Namun, ada kalanya
penulisan koefisien secara ringkas ini menghasilkan persamaan yang sulit dibaca dan,
terutama, sulit dipahami.

Di volume kontrol 2, 3, dan 4, koefisien-koefisien persamaan diskret transpor difusif adalah

R,=R,=0
r,S 0.835 X /4 X 0.62
ay = 2 = / =0.118cm3/s
Axyp 2
IS 0.835 X /4 X 0.62
ap = —% = / =0.118cm3/s
Axpg 2

ap = —ay —ag — Rp = —0.118 — 0.118 — 0 = —0.236 cm3/s

Di volume kontrol 1, koefisien-koefisien persamaan diskret transpor difusif adalah

aW = 0
IS, 0.835xm/4x0.6°
ap = —% = / =0.118cm3/s
Axpg 2
IS, 0.835xm/4x0.62
p =22 = / =0.236cm3/s
Ax,,p 1

ap =—ay —ag — R, = —-0-0.118 — 0.236 = —0.354 cm3/s

T, S, 0.835 X 177/4 X 0.62

x 100 = —23.6°Ccm3/s

R, =— =
v Ax,p " 1

Di volume kontrol 5, koefisien-koefisien persamaan diskret transpor difusif adalah

TS,  0835x7/4x0.6?
W A 2

=0.118cm?3/s

aE=O
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_ TS, 0.835xm/4x0.6%
© Axpe 1

Rp = 0.236cm3/s

ap = —ay —ag — R, =—-0.118 — 0 — 0.236 = —0.354 cm3/s

R _TeSe 0.835 x /4 x 0.6
Y Axp, ¢ 1

X 50 = —11.8°Ccm?3/s

Tampak bahwa cara ini menghasilkan persamaan diskret transpor difusif di kelima volume
kontrol yang sama dengan cara yang dipaparkan di bagian awal seksi ini, yaitu

cv1l: —0354¢, +0.118¢, = —23.6
cv2: 0.118¢, — 0.236¢, + 0.118¢5 = 0
cv3: 0.118¢, — 0.236¢; + 0.118¢, = 0
cv4: 0.118¢; — 0.236¢, + 0.118¢s = 0
cv5: 0.118¢, — 0.354¢; = —11.8

4  Penyelesaian Persamaan Diskret Transpor Difusif

Sistem persamaan linear yang terdiri dari lima persamaan yang diperoleh dari langkah dis-
kretisasi domain dan diskretisasi persamaan transpor difusif dapat dituliskan dalam bentuk
perkalian matriks berikut.

—0.354 0.118 0 0 0 {cbq -23.6
0.118 —0.236 0.118 0 0 0P 0
0 0.118 —0.236 0.118 0 {¢3 =4 0
0 0 0.118 —0.236 0.118 L¢4J 0
0 0 0 0.118 —0.3541 \¢; -11.8
[Al{®} = {R}

[A] adalah matriks bujur sangkar yang elemennya adalah koefisien suku-suku persamaan
diskret transpor difusif, {®} adalah vektor kolom yang elemennya adalah variabel ¢, dan
{R} adalah vektor kolom yang elemennya adalah konstanta yang diketahui.

[A] adalah matriks diagonal yang memiliki lebar (bandwidth) tiga. Jika dimensi matriks be-
sar, maka penyelesaian persamaan di atas lazim dilakukan dengan algoritma matriks tridia-
gonal (tri-diagonal matrix algorithm, TDMA). Jika dimensi matriks kecil, maka penyelesaian
persamaan di atas dapat dilakukan dengan cara langsung. Misalnya, penyelesaian cara in-
versi matriks atau cara iterasi. Dalam MSExcel, ada sejumlah fungsi untuk melakukan
operasi matriks. Misalnya, fungsi untuk menghitung determinan, fungsi untuk mencari in-
versi matriks, dan fungsi untuk melakukan perkalian matriks. Perkalian inversi [A] dengan
vektor kolom di sebelah kiri dan sebelah kanan tanda kesamaan menghasilkan persamaan

[A]7HAl{®} = [A]H{R}
= {0} = [A]"'{R}

Paragraf-paragraf di bawah ini memaparkan langkah penyelesaian persamaan di atas de-
ngan bantuan MSExcel.

1. Elemen-elemen [A] dituliskan dalam sel B9:F13 dan elemen-elemen {R} dituliskan
dalam sel H9:H13.
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2. Elemen-elemen [A]™! dihitung dan disimpan dalam sel B15:F19 dengan langkah

-11-

a) pilih sel B15:F19;

b) tuliskan fungsi untuk menghitung inversi matriks, =MINVERSE(B9:F13);

c) tekan tombol CNTRL+SHIFT+ENTER bersama-sama;
d) sel B15:F19 akan berisi [A] ™!

-3.812
-2.965
-2.118
-1.271
-0.424

3. Vektor kolom {R} dihitung dengan memakai fungsi yang telah disediakan MSExcel
dan disimpan dalam sel H15:H19 dengan langkah sebagai berikut

-2.965 -2.118 -1.271
-8.895 -6.353 -3.812
-6.353 -10.589 -6.353
-3.812 -6.353 -8.895
-1.271 -2.118 -2.965

a) pilih sel H15:H19;

-0.424
-1.271
-2.118
-2.965
-3.812

b) tuliskan fungsi untuk menghitung perkalian dua matriks
=MMULT(B15:F19,H9:H13);

c) tekan tombol CNTRL+SHIFT+ENTER bersama-sama;

d) sel H15:H19 akan berisi {®}

95
85
75
65
55

Gambar 3.8 menampilkan profil temperatur batang yang diperoleh dari penyelesaian nu-

merik persamaan transpor difusif dengan metode volume hingga.

120 -

100 -

80 ~

60 -

40 A

Temperatur (°C)

Gambar 3.8 Profil temperatur batang yang diperoleh dari penyelesaian numerik
persamaan transpor difusif dengan metode volume hingga

2 4
Jarak (cm)
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Penyelesaian sistem persamaan linear di kelima volume kontrol dapat pula dilakukan de-
ngan cara iterasi. Untuk memfasilitasi iterasi, maka persamaan diskret transpor difusif di-
tuliskan dalam bentuk

n+l _ Ryi = awi[ AP + (1 = Doy | — agidlss

4

apj

Dalam persamaan di atas, i merujuk kepada nomor volume kontrol (i = 1, 2, ..., 5), n meru-
juk kepada urutan iterasi, dan A adalah konstanta. Nilai konstanta ini adalah 4 = 0 untuk
iterasi Jacobi, A = 1 untuk iterasi Gauss-Seidel, atau 1 < A < 2 untuk iterasi successive over
relaxation (SOR). Persamaan diskret transpor difusif di kelima volume kontrol yang siap
untuk diselesaikan dengan cara iterasi adalah

n
n+1 _ Rur —ag1d;
nl o ML B2

ap1
n+1 . Ruz — aw2[ApT + (1 = DT — ag¢%
2 ap2
n+1 _ Ruz — aws[Ap3t + (1 = D3] — agsdy
o ap3
P11 = Rys — awa[Ap3 + (1 — D3] — agsds
Qpy
ne1 _ Rus — aws[207* + (1 — D) y]

5
aps

Tabel 3.1 di bawah ini menunjukkan angka-angka hitungan iterasi cara SOR dengan 1 = 1.3
untuk menyelesaikan persamaan di atas. Hitungan iterasi konvergen setelah 17 langkah ite-
rasi. Hasil hitungan dengan cara iterasi tidak berbeda dengan hasil hitungan dengan cara
perkalian matriks.

Tabel 3.1 Hitungan iterasi cara successive over relaxation dengan A = 1.3 untuk
mendapatkan temperatur di sepanjang batang

b1 b2 b3 ba s APrmaks

0 0 0 0 0 ---

66.667 43.333 28.167 18.308 41.267 66.66666667
81.111 56.806 39.578 42.134 49.761 23.82569444
85.602 63.263 53.667 53.827 52.445 14.08962963

W N R O 3

15 95.000 85.001 75.001 65.001 55.000 0.00067444

16 95.000 85.001 75.001 65.000 55.000 0.000505504

17 95.000 85.000 75.000 65.000 55.000 0.000337006
Catatan: ¢ dalam satuan °C.

3.2 Transpor Konvektif-Difusif

3.2.1 Persamaan Transpor Konvektif-Difusif 1D

Bentuk umum persamaan tranpor konvektif-difusif suatu besaran skalar ¢p dalam bidang
satu dimensi adalah

https://istiarto.staff.ugm.ac.id


https://istiarto.staff.ugm.ac.id/

-13-

dp Odugp O F6¢ _ R
ot dx dx Ox
Dalam persamaan di atas, u adalah kecepatan aliran. Perhatikan perbedaan antara persa-
maan transpor konvektif-difusif di atas dan persamaan transpor difusif. Dalam medium di-
am, tidak ada aliran, kecepatan aliran nol, u = 0, persamaan di atas berubah menjadi per-
samaan transpor difusif

dp 0 0¢

ot axlox R

Aliran harus memenuhi hukum konservasi (kekekalan) massa, atau yang lebih dikenal se-
bagai persamaan kontinuitas. Persamaan konservasi massa aliran adalah

au_o
ox

Ketika transpor telah mencapai permanen (steady state), yaitu ketika transpor tidak ber-
gantung kepada waktu, maka d¢/dt = 0. Persamaan transpor Kkonvektif-difusif ketika
transpor telah mencapai permanen menjadi

—— ——T—=R

dan persamaan konservasi massa aliran menjadi

du 0
dx
Perhatikan bahwa kecepatan aliran, u, dan besaran skalar, ¢, merupakan fungsi spasial
(jarak), x, saja dan tidak lagi bergantung kepada waktu, t. Oleh karena itu, suku diferensial
parsial berubah menjadi suku diferensial biasa.

3.2.2 Solusi Numerik Persamaan Transpor Konvektif-Difusif 1D dengan
Metode Volume Hingga, Central Difference Scheme

Penerapan metode volume hingga untuk menyelesaikan persamaan transpor konvektif-
difusis permanen satu dimensi dipaparkan melalui contoh kasus di bawah ini.

Gambar 3.9 mengilustrasikan sebuah saluran laboratorium (flume) bertampang segi empat
yang dialiri air dengan kecepatan aliran konstan 0.30 m/s. Panjang saluran 7 m, lebar salu-
ran 0.40 m, dan kedalaman aliran 0.20 m. Air di pangkal saluran diberi polutan yang memi-
liki konsentrasi konstan 100 ppm. Dari pengukuran, konsentrasi polutan di ujung saluran
adalah 25 ppm. Konsentrasi polutan ini konstan. Koefisien difusi polutan dalam air adalah
5 m2/s. Konsentrasi polutan di sepanjang saluran bervariasi dan dapat dihitung dengan pe-
nyelesaian persamaan transpor konvektif-difusif.

Sama dengan contoh kasus difusi permanen satu dimensi, coding dan hitungan dilakukan
dengan bantuan spreadsheet. Paragraf-paragraf berikut ini memaparkan langkah hitungan
konsentrasi polutan di sepanjang saluran dengan metode volume hingga.
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u=0.30m/s
k =5m?/s

©
5

Gambar 3.9 Ilustrasi transpor polutan dalam aliran di saluran laboratorium

1 Diskretisasi domain hitung

Sama seperti contoh kasus difusi permanen satu dimensi, domain model, dalam hal ini
saluran laboratorium, dibagi menjadi sejumlah volume kontrol (control volume) diskret,
atau sering pula disebut dengan sel. Volume kontrol di dekat batas domain model diletak-
kan sedemikian sehingga sisi volume kontrol berimpit dengan batas domain. Titik hitung
(node) adalah titik tengah volume kontrol. Dalam kasus transpor konvektif-difusif dalam
saluran laboratorium ini, domain model dibagi menjadi tujuh volume kontrol berukuran
seragam, panjang satu meter. Gambar 3.10 menunjukkan ketujuh volume kontrol ini.

100 ppm 25 ppm
[ e | e | e | e | e | e | e |
A 1 2 3 4 5 6 7 B

7X1m

Gambar 3.10 Diskretisasi domain hitung transpor konvektif-difusif menjadi 7 volume
kontrol berukuran seragam, panjang 1 meter

2 Diskretisasi persamaan transpor konvektif-difusif

Integrasi persamaan diferensial transpor konvektif-difusif untuk sebuah volume kontrol

[t =[5 = e
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Integral volume suku konveksi dan difusi di sisi kiri tanda kesamaan berubah menjadi inte-
gral luasan tertutup yang menyelimuti volume kontrol dengan penerapan teorema diver-

gensi Gauss.
ff i dS ffrd‘p* d§—fﬂRdV
ugpn dxn =

Dalam persamaan di atas, S adalah vektor luas yang arahnya tegak lurus ke arah luar dari
selimut volume kontrol. Untuk sebuah volume kontrol satu dimensi (Gambar 3.11),
persamaan di atas berubah menjadi

[~ uS®) + wS®),] - |- (rfl—fs)w + (r%s)e] _ Rav

Axyp Axp,
>

| o Vi # . /7] e |
w w P e E

Axyyp Axpp

Gambar 3.11 Sebuah volume kontrol transpor konvektif-difusif

Apabila suku-suku bertanda negatif ditempatkan setelah suku-suku bertanda positif, maka
persamaan di atas dapat dituliskan sebagai berikut.
d¢ d¢

[(uS¢). — uSP),,] — [(ras)e - (FES)W] — RAV

= [UeSee — Uy Swdw] — [Fe (%)e Se — Ty (%)W SW] = RAV

Dalam persamaan di atas, S adalah luas tampang sisi volume kontrol, AV adalah volume
volume-kontrol, dan R adalah source rerata dalam volume kontrol. Titik hitung suatu volu-
me kontrol diidentifikasikan dengan simbol P yang memiliki volume kontrol tetangga di sisi
kiri, W (West), dan sisi kanan, E (East). Bidang sisi-sisi volume kontrol diberi notasi w (west)
di sisi kiri dan notasi e (east) di sisi kanan.

Dengan cara yang sama, integrasi persamaan kekekalan massa (persamaan kontinuitas) un-
tuk sebuah volume kontrol satu dimensi adalah

—(uS)y + WS), =0
= US, —u, S,y =0
Tampak ada dua variabel yang perlu mendapatkan perhatian dalam persamaan diskret

transpor konvektif-difusif dan persamaan diskret kontinuitas, yaitu u dan ¢ di sisi volume
kontrol.

https://istiarto.staff.ugm.ac.id


https://istiarto.staff.ugm.ac.id/

-16 -

a. Berkaitan dengan variabel kecepatan aliran u di sisi volume kontrol. Untuk saat ini,
Kkecepatan aliran di sisi volume kontrol dianggap diketahui. Kenyataannya,
kecepatan aliran merupakan variabel yang tidak diketahui (unknown).

b. Berkaitan dengan variabel ¢ di sisi volume kontrol. Nilai ¢ di sisi volume kontrol
perlu ditentukan dengan pendekatan berdasarkan nilai variabel ¢ di titik hitung vo-
lume kontrol. Untuk keperluan ini, dikenal berbagai skema pendekatan, antara lain
central difference, upwind difference, hybrid difference, power law, dan QUICK.
Dalam seksi (subbab) ini, nilai variabel ¢ di sisi volume kontrol dihitung dengan
cara central difference. Subbab-subbab berikutnya akan membahas empat cara pen-
dekatan yang lain.

Dalam pendekatan central difference, nilai variabel ¢ di sisi-sisi volume kontrol, ¢,, dan ¢,,
dihitung dengan cara interpolasi linear nilai-nilai variabel ¢ di dua titik hitung volume kon-
trol terdekat. Cara ini telah pula dipakai dalam kasus transpor difusif (Subbab 3.1.2) untuk
menentukan nilai variabel ' di sisi-sisi volume kontrol, I, dan I,. Gambar 3.12 mengilus-
trasikan central difference scheme dalam menghitung nilai variabel ¢ di sisi-sisi volume kon-
trol.

Axyp Axpg

Gambar 3.12 Central difference scheme dalam menghitung nilai variabel ¢ di sisi-sisi
volume kontrol

b, = Axyppw + Dxyw dp _ Axopdpp + Axpe g
W Axyry + Dxyp 7 C Axpe + Axep

Apabila ukuran volume kontrol seragam, maka koefisien difusi di sisi-sisi volume kontrol
menjadi

_ Pw + dp
===

=¢P+¢E

Du .

be

Substitusi nilai-nilai di atas ke dalam persamaan transpor konvektif-difusif menghasilkan
persamaan berikut.

dx/, ° dx

[UeSePe — UwSwdw] — [Fe (@) Se — Ty (ﬁ) SW] = RAV
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= [ (2 s, (B [ (P () <

2 2 Axpp Axyp

Pengelompokan koefisien-koefisien variabel ¢y, ¢, dan ¢pp» menghasilkan persamaan

2 Axyyp 2 Axyyp 2 Axpp 2 Axpg

Persamaan di atas adalah persamaan diskret transpor konvektif-difusif di setiap volume
kontrol. Untuk tujuh volume kontrol (Gambar 3.10), diperoleh tujuh persamaan. Nilai va-
riabel ¢ di setiap volume kontrol (¢p) merupakan fungsi nilai-nilai ¢ di dua volume kontrol
tetangga, ¢y, dan ¢5. Volume kontrol yang berada di pangkal dan ujung saluran, yaitu vo-
lume kontrol 1 dan 7, hanya memiliki satu tetangga. Salah satu sisi volume kontrol 1 dan 7
berimpit dengan batas domain hitung. Di batas domain, nilai ¢ diketahui. Nilai ini dikenal
sebagai syarat batas (boundary conditions). Paragraf-paragraf di bawah ini memaparkan pe-
nyusunan ketujuh persamaan diskret transpor konvektif-difusif. Paparan berawal dari pe-
nyusunan persamaan diskret volume kontrol 2 s.d. 6 yang tidak berbatasan dengan domain
hitung.

Volume kontrol 2 s.d. 6. Perhatikan Gambar 3.12. Dengan ukuran volume kontrol seragam,
Ax = 1 m, luas tampang aliran 0.40 X 0.20 m?, koefisien difusi seragam, I' = 5 m? /s, kece-
patan seragam, u = 0.30 m/s, tidak ada source/sink, R = 0, maka

Uy Sy = UpS, = 0.30 X 0.40 X 0.20 = 0.024m3/s

TwSw TeSe 5x0.40x0.20
Axyp Axpgp 1

= 0.400m?3/s

RAV =0

Perhatikan bahwa fluks massa konvektif di setiap volume kontrol selalu memenuhi konti-
nuitas massa, u,S, — u,,S,, = 0.

Nilai-nilai di atas disubstitusikan ke dalam persamaan diskret transpor konvektif-difusif di
volume kontrol 2 s.d. 6.

Uy, S IS UyS IS UeSe TS UeSe TS —
<_ WW_ WW) w (_ w W+ w W+ e €+ e e) P+( e e_ e e) E:RAV
2 Axyp 2 Axyp 2 Axpg 2 Axpg

0.024 0.024 0.024 0.024
= (— ——- 0.400) dw + (_T +0.400 +——+ 0.400) bp + (T - 0.400) b

=0
= (—0.412) ¢y, + (0.800)pp + (—0.388)¢p; = 0

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 2 s.d. 6, dengan demikian,
adalah

w2 —0.412¢, + 0.800¢, — 0.388¢; = 0
w3: —0.412¢, + 0.800¢; — 0.388¢, = 0
w4 —0.412¢; + 0.800¢, — 0.388¢s = 0
w5 —0.412¢, + 0.800¢s — 0.388¢, = 0
w6 —0.412¢ + 0.800¢, — 0.388¢, = 0
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Volume kontrol 1. Gambar 3.13 menampilkan volume kontrol 1. Sisi kiri volume kontrol
ini, w, berimpit dengan batas domain hitung. Di sebelah kiri (West), tidak ada volume kon-
trol tetangga. Volume kontrol W tidak ada. Di sebelah kanan, volume kontrol ini bertetangga
dengan volume kontrol 2. Volume kontrol ini menjadi volume kontrol E. Persamaan diskret
transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1 adalah

[UeSeBe — Uy Sy Pr] — [re (Z—f)e S, —T, (Z—i’)wp SW] = RAV

= s (2528) - ysat)] - [ (2 22)s. - 1, (2202)5,| = v

2 Axpg Ax,,p

Axpg
Awa
<>
. =
w P € E

¢w =100 bp be oy

J J

T, T,
@), (@),
S, S,

Gambar 3.13 Volume kontrol di batas kiri domain hitung transpor konvektif-difusif

Konsentrasi polutan di batas kiri domain hitung diketahui, ¢, = 100 ppm. Di volume kon-
trol 1 tidak ada source mau pun sink, R = 0, sehingga RAV = 0. Persamaan di atas berubah
menjadi

s (2292 - s a00)] - 1 (2225, -, (22190, <o

2 Axpg Ax,p

IS
) b = S (100) + (22

— (FWSW + uese + Fese) P (uese 1-‘356

Ax,p 2 Axpg -

100
2 Axpg )

wP

5% 0.40 X 0.20  0.024 0.024
= ( — F—— 0.400) dp + (T - 0.400) br

5x0.40 x 0.20
= 0.024 x 100 + 05 x 100

= (1.212)¢p + (—0.388) ¢ = 82.400

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1, dengan demikian, adalah

w1l 1.212¢, — 0.388¢, = 82.400

Volume kontrol 7. Gambar 3.14 menampilkan volume kontrol 7. Di sebelah kiri, volume
kontrol ini bertetangga dengan volume kontrol 6, yang menjadi volume kontrol W. Sisi
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kanan volume kontrol ini, e, berimpit dengan batas domain hitung. Di sebelah kanan (East)
tidak ada volume kontrol tetangga. Volume kontrol E tidak ada. Persamaan diskret transpor

konvektif-difusif di volume kontrol 7 berbentuk sebagai berikut.

[UeSete — UwSwdw] — [Fe (Z—f)e Se — T, (i—f)w SW] = RAV

= [usit = s (2] - 1 (P )5 - () ] =R

Axyp
AxPe
<>
=
p e

T, T,
@, (@
S Se

Gambar 3.14 Volume kontrol di batas kanan domain hitung transpor konvektif-difusif

Konsentrasi polutan di batas kanan domain hitung diketahui, ¢, = 25 ppm. Di volume kon-
trol 7 tidak ada source mau pun sink, R = 0, sehingga RAV = 0. Persamaan di atas berubah

menjadi
s 2905, (P52 -6 (5225 - (B 8) s -

Uy S, IS Uy, S IS IS I,
oS DoSe)y (e TuSe BeSey g o)y (K250) 5
Xpe

. (_
2 Axyp 2 Axyp  Axp,
( 0.024 0 400) + ( 0.024 +0.400 + 5% 0.40 x 0.20)
= (———-0. - .
2 Pw 2 0.5 P
5% 0.40 x 0.20
= —0.024 x 25 + 05 X 25

= (—0.412)¢y, + (1.188)¢pp = 19.400

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7, dengan demikian, adalah

w7 —0.412¢4 + 1.188¢, = 19.400

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di tujuh volume kontrol membentuk satu sis-

tem persamaan linear.
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w1l 1212¢, —0.388¢, = 82.400
cv2: —0.412¢; + 0.800¢, — 0.388¢5 = 0
cv3: —0.412¢, + 0.800¢; — 0.388¢, = 0
w4 —0.412¢; + 0.800¢, — 0.388¢s = 0
cv5: —0.412¢, + 0.800¢s — 0.388¢, = 0
v 6: —0.412¢s + 0.800¢¢ — 0.388¢h, = 0
w7 —0.412¢4 + 1.188¢, = 19.400

3 Carakedua penyusunan persamaan diskret transpor konvektif-difusif

Langkah penyusunan persamaan diskret transpor konvektif-difusif yang dipaparkan di bu-
tir 2 mudah diikuti dan dipahami. Persamaan diskret yang dihasilkannya pun mudah dibaca
dan dipahami. Namun, persamaan itu tidak efisien jika dituliskan dalam bahasa pemrogra-
man komputer. Paragraf-paragraf berikut memaparkan langkah penyusunan persamaan
diskret transpor konvektif-difusif yang menghasilkan persamaan diskret yang mudah un-
tuk dituangkan dalam bahasa pemrograman komputer.

Variabel baru dikenalkan untuk menyingkat penulisan fluks massa menembus sisi sebuah
volume kontrol, yaitu F dan D. Variabel F adalah fluks massa konvektif dan variabel D ada-
lah fluks massa difusif menembus sisi volume kontrol.

F=uS

TS
T Ax

Dengan memakai variabel F dan memakai central difference scheme untuk menghitung nilai
¢ di sisi-sisi volume kontrol, maka suku-suku konveksi dalam persamaan diskret transpor
konvektif-difusif dapat dituliskan dalam bentuk

F, Fy
Uy Sw (M) =5 (¢p + ) — > (Pw + ¢p)

UeSePe — U SwPw = UeSe

(2

¢E)

Dengan memakai definisi variabel D dan memakai cara beda tengah (central difference) un-
tuk menghitung gradien ¢ di sisi volume kontrol, maka suku-suku difusi dalam persamaan
transpor konvektif-difusif dapat dituliskan dalam bentuk

d¢ ¢E ¢P) eSe
I,{—) S, =T S, =
e(dx)e € e( Axpp /7% A

T, (%)W s, =T, <¢P - ¢W> s, = XWSW

Axyyp

— ¢p) = Do(¢pg — dp)

- ¢W) = Dw(¢P - ¢W)

Suku source di sebelah kanan tanda kesamaan dihitung dengan pendekatan linearisasi, sa-
ma seperti yang diterapkan dalam menghitung suku source persamaan difusi, yaitu

EAV = Ru+RP¢P

Dengan demikian, bentuk diskret persamaan transpor konvektif-difusif adalah
Fe Ey
> (¢p + dp) — > (Pw + ¢P)] — [De(¢r — ¢p) — Dy (pp — dw)l = Ry + Rppp

dan bentuk diskret persamaan kontinuitas adalah
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F,—F,=0

Dengan pengelompokan koefisien, persamaan di atas menjadi

(5 n)ow [ o)+ (o) -fore (- p)oun,

Dengan sedikit manipulasi matematis, persamaan tersebut dapat dituliskan dalam bentuk

L PO (SN Y S s Y

yang dapat dituliskan menjadi

(—F—W—DW)¢W+[—(—%—DW)—(%—DE>+FE—FW—Rp]d)p"'(%_De)(pE:Ru

Apabila koefisien-koefisien suku ¢y, ¢, dan ¢p dinamai ayy, ag, dan ap, maka persamaan
di atas dapat dituliskan secara ringkas dalam bentuk

awdw + apdp + agpp =Ry

Koefisien-koefisien dalam persamaan tersebut adalah

F
aW:_7W_Dw; aE:?e_De' dan ap = —ay —ag + F, = F, — Rp

Persamaan di atas adalah persamaan diskret transpor konvektif-difusif di setiap volume
kontrol.

Volume kontrol 2 s.d. 6. Perhatikan Gambar 3.12. Dengan ukuran volume kontrol seragam,
Ax = 1 m, luas sisi volume kontrol seragam, S = 0.40 x 0.20 = 0.08 m?, koefisien difusi
seragam, I' = 5m? /s, kecepatan seragam, u = 0.30 m/s, maka

E,=F,=uS=0.30x0.08=0.024m3/s

TS 5x0.08

=D, =— = — 3
D, =D, o T 0.400m?>/s

Perhatikan bahwa fluks massa konvektif di setiap volume kontrol selalu memenuhi konti-
nuitas massa, F, — F,, = 0.

Koefisien-koefisien dalam persamaan diskret transpor konvektif-difusif adalah

E, 0.024

ay = === Dy = ———— = 0400 = ~0.412m*/s
F, 0.024
ap = 7‘5 — De = ———0.400 = —0.388m*/s

ap=—ay —ag+F, —F, — Rp = 0.412 + 0.388 + 0.024 — 0.024 — 0 = 0.800m3/s

Perlu dicatat bahwa dalam kasus ini tidak ada source, sehingga R,, = 0 dan Rp = 0.

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 2 s.d. 6, dengan demikian,
adalah
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w2sd.6: (—0.412)¢,, + (0.800)¢p + (—0.388)py = 0

Volume kontrol 1. Gambar 3.13 menampilkan volume kontrol 1. Sisi Kiri volume kontrol
ini, w, berimpit dengan batas domain hitung. Di sebelah kiri (West), tidak ada volume kon-
trol tetangga, sehingga koefisien a;;, tidak ada. Di sebelah kanan, volume kontrol ini berte-
tangga dengan volume kontrol 2. Koefisien ay dihitung seperti hitungan volume kontrol 2,
3,4, 5, atau 6. Koefisien ap dan suku source, R,, + R, ¢p dihitung dengan cara berbeda dari
cara sebelumnya di volume kontrol 2, 3, 4, 5, dan 6. Suku source sama dengan nol karena

tidak ada source, RAV = 0. Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol
1 adalah

[UeSePe — UwSwdw] — [Fe (2—?) Se — Ty (2—?) Sw] = RAV
e 52w (e ()
UpS, IS 2I,S
= [P @ + ) — waSucb| = [-2 (@ — 9015 = 2 (9 — $u)| = 0

F,
= |5 (@ +#5) = Futhu| — D (s — d0) = 2D (r = )] = 0
Dengan pengelompokan koefisien, persamaan di atas berubah menjadi
Fe Fe
|(S2+ 0e) + 20| 00 + (= D2) 6 = (B + 20,00
atau dapat pula dituliskan dalam bentuk

[_ (% - De) +F + 2Dw] ¢op + (% - De> ¢g = (F, +2Dy)

Dalam hal ini, ¢, = ¢, = 100 ppm.
aW = 0

F 0.024
ap = 7E — De = ———0.400 = —0.388m*/s

Rp = —2D,, = —2 X 0.400 = —0.800m3/s
ap = —ag + F, — Rp = 0.388 + 0.024 + 0.800 = 1.212 m3/s
R, = (F, + 2D,,)¢,, = (0.024 + 2 x 0.400) X 100 = 82.400 ppmm3/s

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1, dengan demikian, adalah

w1 (1.212)¢p + (—0.388)¢py = 82.400

Volume kontrol 7. Gambar 3.14 menampilkan volume kontrol 7. Di sebelah kiri, volume
kontrol ini bertetangga dengan volume kontrol 6. Koefisien ay, dihitung seperti hitungan
volume kontrol 2, 3, 4, 5, atau 6. Sisi kanan volume kontrol ini, e, berimpit dengan batas
domain hitung. Di sebelah kanan (East), tidak ada volume kontrol tetangga, sehingga koefi-
sien ag tidak ada. Koefisien ap dan suku source, R,, + R, ¢p, dihitung dengan cara yang mirip
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dengan cara sebelumnya di volume kontrol 1. Persamaan diskret transpor konvektif-difusif
di volume kontrol 7 berbentuk

[UeSete — UwSwdw] — [Fe (Z—f)e Se — T (%)WSW] = RAV

Dalam contoh kasus ini, tidak ada source sehingga suku di sebelah kanan tanda kesamaan
adalah nol.

st (B2 [ () (P8 o

Uy

= [ueSede ~ 2% (G + 0] - |

2r,5. LS,
=2 (Ge — br) — 2 (¢ — )| = 0

K
= [Eobe = 2 (bw + 89)| — [2De (e = 35) = Dy (b5 — )] = 0
Dengan pengelompokan koefisien, persamaan di atas berubah menjadi

<_F7W _ Dw> bur + [(_%W + Dw) + zue] ¢p = —(F, — 2D,) ¢,

atau dapat pula dituliskan dalam bentuk

(_%W - Dw) b + [_ (—%W - DW) —F, + 2De] ¢p = —(F, —2D,) e

Dalam hal ini, ¢, = ¢ = 25 ppm.

Fy 0.024 ,
aw = = =Dy = ————— 0400 = —0.412m?/s
ag = 0

Rp = —2D, = —2 %X 0.400 = —0.800m3/s
ap = —ay — F, — Rp = 0.412 — 0.024 + 0.800 = 1.188m3/s
R, = —(F, — 2D.)¢, = —(0.024 — 2 X 0.400) x 25 = 19.400 ppm m3/s

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7, dengan demikian, adalah

w7 (—0412)¢y + (1.188)¢pp = 19.400

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di tujuh volume kontrol membentuk satu sis-
tem persamaan linear di bawah ini. Tampak bahwa cara yang dipaparkan di sini mengha-
silkan persamaan yang sama dengan persamaan yang dihasilkan dari penyusunan yang di-
paparkan di butir 2.
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w1l 1212¢, —0.388¢, = 82.400
cv2: —0.412¢; + 0.800¢, — 0.388¢5 = 0
cv3: —0.412¢, + 0.800¢; — 0.388¢, = 0
w4 —0.412¢; + 0.800¢, — 0.388¢s = 0
cv5: —0.412¢, + 0.800¢s — 0.388¢, = 0
v 6: —0.412¢s + 0.800¢¢ — 0.388¢h, = 0
w7 —0.412¢4 + 1.188¢, = 19.400

4  Penyelesaian persamaan diskret transpor konvektif-difusif

Seperti dalam kasus transpor difusif, ketujuh persamaan yang diperoleh dari penjabaran
persamaan diskret transpor konvektif-difusif di setiap volume kontrol merupakan satu sis-
tem persamaan linear. Sistem persamaan ini dapat dituliskan dalam bentuk perkalian ma-
triks

[A]{®} = {R}

[A] adalah matriks bujur sangkar yang elemennya adalah koefisien suku-suku persamaan
diskret transpor konvektif-difusif, {®} adalah vektor kolom yang elemennya adalah variabel
¢, dan {R} adalah vektor kolom yang elemennya adalah konstanta yang diketahui.

rap; ag; O 0 0 0 01/(%:1 (Ru1)
Qw2 Qpz Ap2 0 0 0 0 b2 Ry,
0 aws apz ags 0 0 0|3 Ry3
0 aws aps aps O 0 [{Psp=1Rusag
0 0 aws aps ags 0 ||¢s Rys
0 0 0 awe ape aps||Ps Rys
0 0 0 0 awy; apyl\¢p;/ \Ry7

0
0
0
0

Substitusi nilai-nilai koefisien persamaan diskret konvektif-difusif ke dalam matriks di atas
menghasilkan matriks

- 1.212  —0.388 0 0 0 0 0 ¢1 82.400y
—0.412 0.800 —0.388 0 0 0 0 b2 0
0 —0.412 0.800 —0.388 0 0 0 ¢3 0
0 0 —0.412 0.800 —0.388 0 0 [K¢ap=5 0
0 0 0 —0.412 0.800 —0.388 0 ®s 0
0 0 0 0 —0.412 0.800 —0.388] (¢, 0
0 0 0 0 0 -0.412 1.188 1 \gp,) 19.400/

[A] adalah matriks diagonal yang memiliki lebar (bandwidth) tiga. Jika dimensi matriks
besar, maka penyelesaian persamaan di atas lazim dilakukan dengan algoritma matriks tri-
diagonal (tri-diagonal matrix algorithm, TDMA). Jika dimensi matriks kecil, maka penyele-
saian persamaan dapat dilakukan dengan cara langsung. Misalnya, penyelesaian dengan
menggunakan inversi matriks atau menggunakan cara iterasi. MSExcel menyediakan se-
jumlah fungsi untuk melakukan operasi matriks. Misalnya, fungsi untuk menghitung deter-
minan, fungsi untuk mencari inversi matriks, atau fungsi untuk melakukan perkalian ma-
triks. Perkalian inversi [A] dengan vektor kolom di sebelah kiri dan di sebelah kanan tanda
kesamaan menghasilkan persamaan

[A]7HAl{®} = [A]H{R}

= {0} = [A]"{R}
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Paragraf-paragraf di bawah ini memaparkan langkah penyelesaian persamaan di atas de-
ngan bantuan MSExcel.

1. Elemen-elemen [A] dituliskan dalam sel B14:H20 dan elemen-elemen {R} dituliskan
dalam sel J14:]20.

2. Elemen-elemen [A]™! dicari dan disimpan dalam sel B22:H28 dengan langkah:
e) pilih sel B22:H28;
f) tuliskan fungsi untuk menghitung inversi matriks, =MINVERSE(B14:H20);
g) tekan tombol CNTRL+SHIFT+ENTER bersama-sama;
h) sel B22:F28 berisi [A]™?1

1.144 0.938 0.744 0.561 0.389 0.227 0.074
0.996 2.929 2.323 1.752 1.214 0.708 0.231
0.839 2.467 4.000 3.017 2.091 1.219 0.398
0.672 1976 3.204 4.360 3.022 1.762 0.576
0.494 1.454 2.358 3.209 4.011 2.339 0.764
0.306 0.900 1.460 1.987 2.483 2.951 0.964
0.106 0.312 0.506 0.689 0.861 1.023 1.176

3. Vektor kolom {R} dihitung dengan memakai fungsi yang telah disediakan MSExcel
dan disimpan dalam sel J22:]28 dengan langkah

e) pilih sel J22:]28;

f) tuliskan fungsi untuk menghitung perkalian dua matriks,
=MMULT(B22:H28,]14:]20);

g) tekan tombol CNTRL+SHIFT+ENTER bersama-sama;
h) sel J22:]28 berisi {®}

95.69
86.54
76.82
66.50
55.55
4391
31.56

Gambar 3.15 menampilkan profil konsentrasi polutan di saluran yang diperoleh dari penye-
lesaian numerik persamaan transpor konvektif-difusif dengan metode volume hingga.
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Gambar 3.15 Profil konsentrasi polutan yang diperoleh dari penyelesaian numerik
persamaan transpor konvektif-difusif dengan metode volume hingga

Penyelesaian sistem persamaan linear di ketujuh volume kontrol dapat pula dilakukan de-
ngan cara iterasi. Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di kontrol volume dituliskan
dalam bentuk

n+l _ Ryi = awi[ AP + (1 = Doy ] — apidlss

4

api

Dalam persamaan di atas, i merujuk kepada nomor volume kontrol (i = 1, 2, ..., 7), n meru-
juk kepada urutan iterasi, dan A adalah konstanta. Nilai konstanta ini adalah 4 = 0 untuk
iterasi Jacobi, A = 1 untuk iterasi Gauss-Seidel, atau 1 < A < 2 untuk iterasi successive over
relaxation (SOR). Persamaan diskret di ketujuh volume kontrol yang siap untuk diselesai-
kan dengan cara iterasi adalah

n
ne1 _ Rui —api1¢;
LA

apq

n+1 _ Ruz — aw2[ApT + (1 = DT — ag ¢
2 apy
n+1 _ Ruz — aws[Ap3t + (1 = D3] — agsdy
> ap3

P11 = Rys — awalAd3 + (1 — D) @F] — agsd?
n+l =

Qpy

ne1 _ Rus = aws[A7™ + (1 — V7] — agspd
S Qps

P+l = Rys — awe[ApE + (1 — DPE] — aged?
¥ Qpe

P11 = Ry7 — aw7 298 + (1 — g ]
7 apz

Tabel 3.2 menunjukkan angka-angka hitungan iterasi cara SOR dengan 4 = 1.45 untuk me-
nyelesaikan persamaan di atas. Hitungan konvergen setelah 30 langkah iterasi.
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Tabel 3.2 Hitungan iterasi cara successive over relaxation dengan A = 1.45 untuk
mendapatkan konsentrasi polutan di sepanjang saluran

n b1 b2 b3 b4 s bs b7 A raks

0 0 0 0 0 0

1 67.987 50.769 37912 28311 21.141 15.787 24.269 67.98679868
2 84.240 65.537 50.905 39.481 30.578 29.705 28.804 16.25282761
3 88.967 71.603 57.429 45918 39.547 36.415 30.006 8.968876903
28 95.691 86.540 76.822 66.504 55.547 43913 31.559 5.79013E-05
29 95,691 86.540 76.822 66.504 55.547 43913 31.559 2.55085E-05
30 95.691 86.540 76.822 66.504 55.547 43913 31.559 8.89251E-06

Catatan: ¢ dalam satuan ppm.

3.2.3 Upwind Difference Scheme

Central difference scheme memiliki kelemahan dalam hal ketidak-mampuannya “melihat”
arah aliran. Nilai ¢ di sisi timur, misalnya, selalu merupakan fungsi (dipengaruhi) oleh nilai
¢ di titik hitung P dan E. Apabila transpor konvektif dominan (kecepatan aliran besar), ma-
ka nilai ¢, seharusnya dipengaruhi oleh nilai ¢ di salah satu volume kontrol, ¢pp atau ¢g.
Apabila arah aliran positif (dari P ke E), maka nilai ¢ merupakan fungsi ¢p. Sebaliknya,
apabila arah aliran negatif (dari E ke P), maka nilai ¢, merupakan fungsi ¢5. Kelemahan
central difference ini tidak dijumpai dalam upwind difference. Menurut skema ini, nilai ¢ di
sisi-sisi volume kontrol adalah sama dengan nilai ¢ di volume kontrol hulu (tempat asal
aliran). Gambar 3.16 menunjukkan secara skematis prinsip upwind difference.

Dalam upwind difference scheme, nilai ¢. dan ¢, ditetapkan dengan cara berikut.

|

b = |

dw
bp

jika u, >0,u,S, >0
jika u, <0,u,S, <0

¢p jika u, >0,u,S, >0
¢r jika u, <0,u,S, <0
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¢W ¢w
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| br P
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Gambar 3.16 Upwind difference scheme untuk arah aliran positif (gambar atas) dan untuk
arah aliran negatif (gambar bawah)

Dengan menggunakan kriteria upwind difference, maka persamaan diskret transpor kon-
vektif-difusif menjadi

[UeSede — Uy Sy Pw] — [Fe (%)e Se —Tw (%)W SW] = RAV
= [UeSodbe — UnSw ] — [re (‘I’EAx;PZSP) S,—T,, (%) sw] = RAV
L. Se LWSw _
= [eSee — ySubul = |50 (@~ dr) = 3 (b — )| = RAV

Nilai ¢, bergantung pada arah aliran fluks massa u,S, dan nilai ¢,, bergantung pada arah
fluks massa u,,S,,.

Paragraf-paragraf di bawah ini memaparkan penerapan persamaan diskret transpor kon-
vektif-difusif skema upwind difference dalam kasus transpor polutan di saluran laboratori-
um. Mirip dengan cara diskretisasi persamaan transpor konvektif-difusif untuk skema
central difference, cara diskretisasi persamaan diskret ini pun dilakukan menurut dua cara.
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1 Cara pertama diskretisasi persamaan transpor konvektif-difusif skema upwind
difference

Cara pertama diskretisasi persamaan transpor konvektif-difusif skema upwind difference
dipaparkan mengacu pada kasus transpor polutan di flume. Cara diskretisasi ini mudah un-
tuk diikuti, walau bentuk persamaan yang dihasilkannya menjadi panjang.

Volume kontrol 2 s.d. 6. Persamaan transpor konvektif-difusif di volume kontrol 2 s.d. 6
adalah

[eSe
Axpp

[uese¢e - uwswd)w] - [ (¢E - ¢P) -

LS, o
B ($r = u)| = Rav

Perhatikan Gambar 3.16. Aliran adalah dari W ke P dan dari P ke E. Dengan demikian, ¢,, =
¢w dan ¢, = ¢p. Persamaan di atas menjadi

TeSe

Axpg

[4eSebp — twSuib] = [ 15 (e = ) -

T, S, o
o 9 - dw)| = Rav

Pengelompokan koefisien-koefisien variabel ¢, ¢, dan ¢pp menghasilkan persamaan

TS r,s, TS IS
(—uWSW w W)¢W+(uese+u+ e e)qbp+<— ee
Axpg

_ = RAV
AxWP Apr AxPE ) ¢E

Koefisien-koefisien ¢y, ¢p, dan ¢ dalam persamaan di atas adalah

TS 5 x 0.08
—u, Sy — = = —0.30 X 0.08 - ——— = —0.424m3/s
YW Axyp 1
TSy, T.S 5x0.08 5x0.08
UpS, + X 4 €€ — 030 x 0.08 + + = 0.824m3/s
Axyp  Axpg 1 1

I,Se  5x0.08

= —0.400 m?
Aoy T 0.400m?>/s

Dalam kasus ini tidak ada source atau sink, R = 0, sehingga RAV = 0.

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 2 s.d. 6, dengan demikian,
adalah

cv2sd.6: (—0.424)¢,, + (0.824)pp + (—0.400)p; =0
Volume kontrol 1. Sisi kiri volume kontrol ini berimpit dengan batas domain hitung. Untuk

membantu pemahaman terhadap penjabaran persamaan diskret di volume kontrol 1, maka
Gambar 3.13 ditampilkan kembali dalam Gambar 3.19.
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Gambar 3.17 Volume kontrol di batas kiri domain hitung transpor konvektif-difusif

Aliran adalah dari w ke P dan dari P ke E. Dengan demikian, ¢,, = 100 dan ¢, = ¢p. Di vo-
lume kontrol ini tidak ada source atau sink, R = 0, sehingga RAV = 0. Persamaan transpor
konvektif-difusif di volume kontrlol 1 menjadi

TeSe TwSw

eSebp = S X 100] = |52 (9 — bp) = 22

(#» — 100)| = 0

Pengelompokan koefisien-koefisien variabel ¢y dan ¢pp» menghasilkan persamaan

TwSw Fese)¢ +( TeSe
JRpy

_|_
Axpg

) ( S +FWSW) 100
= X
Ax,p Axpg Pr = twSw Ax

(ueSe +
wp
Koefisien-koefisien ¢pp dan ¢p; dalam persamaan di atas adalah

rwsw+ r,S, _030X008+5x0.08+5x0.08
Ax,p Axpp ' 1/2 1

UeSe + =1.224m3/s

.S 5x0.08
Axpy 1

= —0.400m3/s

Konstanta di sisi kanan tanda kesamaan adalah

WSW

I
(uWSW + A

5% 8
) x 100 = (0.30 x 0.08 + 1—/2) X 100 = 82.400 ppm m3/s

Xwp
Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1, dengan demikian, adalah

cvl: (1.224)¢p + (—0.400)¢pr = 82.400
Volume kontrol 7. Sisi kanan volume kontrol ini berimpit dengan batas domain hitung.

Untuk memudahkan pemahaman terhadap penjabaran persamaan diskret di volume kon-
trol 7, maka Gambar 3.14 ditampilkan kembali dalam Gambar 3.20.
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Axyp

AxPe

<>

L] o |

Gambar 3.18 Volume kontrol di batas kanan domain hitung transpor konvektif-difusif

Arah aliran adalah dari W ke P dan dari P ke e. Konsentrasi polutan di sisi e diketahui, ¢, =
25 ppm. Di volume kontrol ini tidak ada source atau sink, R = 0, sehingga RAV = 0.
Persamaan transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7 menjadi

IS, LS
—— (25— ¢p) —

Axpe Axyp

oS X 25 =y Suchu] ~ | (®r = du)| =0

leSe | TwSw

=>< S FWSW) +( + ) —( S+F"’Se)x25
UwSw = ) Pw 2 Ay )P T TUSe Y

Koefisien-koefisien ¢y, dan ¢pp dalam persamaan di atas adalah

T,S 5 % 0.08
—u,S,, — ”X—XW = —030 % 0.08 - ——— = —0.424 m3/s

r,S, N IS, 5x0.08 N 5 x 0.08
Ax/2  Ax  1/2 1

= 1.200m3/s

Konstanta di sisi kanan tanda kesamaan adalah

LS, 5% 0.08
(—ueSe oy ) X 25 = (—0.30 X 0.08 +

i — 3
172 )x 25 =19.400 ppm m>/s

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7, dengan demikian, adalah

w7 (—0.424)¢py + (1.200)¢pp = 19.400

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di tujuh volume kontrol membentuk satu sis-
tem persamaan linear berikut.
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w1l 1.224¢, —0.400¢, = 82.400
w2 —0.424¢; + 0.824¢, — 0.400¢5 = 0
cw3: —0.424¢, + 0.824¢; — 0.400¢, = 0
w4 —0.424¢; + 0.824¢, — 0.400¢s = 0
w5 —0.424¢, + 0.824¢s — 0.400¢ = 0
w6: —0.424¢s + 0.824¢¢ — 0.400¢, = 0
w7 —0.424¢4 + 1.200¢, = 19.400

2  Carakedua diskretisasi persamaan transpor konvektif-difusif skema upwind
difference

Cara penjabaran persamaan diskret transpor konvektif-difusif seperti dipaparkan dalam
butir 1 di atas mudah untuk diikuti dan dipahami. Namun, cara itu tidak praktis apabila
jumlah persamaan banyak dan cara itu tidak menghasilkan persamaan yang mudah untuk
dituangkan dalam program komputer. Paragraf-paragraf berikut memaparkan cara untuk
mendapatkan persamaan diskret transpor konvektif-difusif yang mudah untuk dituangkan
dalam program komputer.

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di suatu volume kontrol interior adalah

[UeSePe — Uy Swdu] — [Fe (Z—f)e Se — Tw (Z—f)WSW] = RAV

[eSe
Axpg

WSW

[
(96— bp) —

= [ueSeQbe - uwa¢w] - [ ((pP - ¢W)] = RAV

Xwp
= [F,¢o — Fypwl — [De(pr — ¢p) — Dy (¢pp — du)] = RAV

Dalam skema upwind difference, konsentrasi polutan di batas volume kontrol, ¢, dan ¢,,,
bergantung pada arah aliran (arah fluks). Variabel ¢, = ¢p jika F, > 0 dan ¢, = ¢ jika
F, < 0.Nilai ¢, = ¢y jika F,, > 0dan ¢,, = ¢p jika F,, < 0.Ini dapat diimplementasikan ke
persamaan diskret transpor konvektif-difusif di atas dengan mengubah bentuk persamaan
itu menjadi

[{max(F, 0) pp — max(—F, 0) ¢} — {max(F,, 0) ¢y — max(—F,,0) ¢p}]
- [De(¢E - ¢P) - Dw(¢P - ¢W)] = RAV

Apabila suku source/sink dinyatakan dalam bentuk R,, + Rp¢p dan menyubstitusikan ben-
tuk ini ke persamaan di atas, maka

[{max(Fe, 0) ¢pp — max(=F, 0) ¢g} — {max(F,, 0) ¢y, — max(—F,, 0) ¢p}]
— [De(dg — dp) — Dy (Pp — dw)l = Ry + Rpbp
Dengan pengelompokan koefisien, maka persamaan di atas menjadi
[-max(F,,0) — D, ]l¢y + [max(—F,, 0) + D,, + max(F,,0) + D, — Rp]¢p
+ [-max(=F, 0) — Dcl¢pg = Ry,
Perhatikan koefisien transpor konvektif untuk ¢p dalam persamaan di atas. Fungsi

max(—F,, 0) dapat dituliskan dalam bentuk max(F,, 0) — F,, dan fungsi max(F,, 0) dapat
dituliskan dalam bentuk max(—F,, 0) + F,.
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[_maX(Fw: 0) - Dw]¢W + {[maX(Fw; 0) + Dw] - Fw + [max(—EE, 0) + De] + Fe - RP}¢P
+ [-max(—F,, 0) — D ]¢g = Ry

Dengan cara itu, maka persamaan diskret transpor konvektif-difusif menurut upwind
difference scheme dapat dituliskan dalam bentuk

awdw + appp + agpp = Ry
Dalam persamaan di atas, koefisien-koefisien ay;,, ag, dan ap adalah
ay = —max(F,,0) — D,
ag = —max(—F,,0) — D,
ap=—ay —ag+F,—FE,—Rp

Paragraf-paragraf di bawah ini memaparkan penerapan persamaan diskret transpor kon-
vektif-difusif upwind difference scheme dalam kasus transpor polutan di saluran laboratori-
um.

Volume kontrol 2 s.d. 6. Fluks konvektif dan fluks difusif telah dihitung di subbab yang
membahas central difference scheme, yaitu

E,=F,=uS=0.30x0.08=0.024m3/s

TS 5x008

— i0 — 3
Dy =D = 5 - 0.400 m3/s

Koefisien-koefisien persamaan diskret transpor konvektif-difusif adalah

ay = —max(E,,0) — D,, = —max(0.024,0) — 0.400 = —0.424m3/s
ap = —max(—F,,0) — D, = — max(—0.024,0) — 0.400 = —0.400 m3/s
ap = —ay — ag + F, — F, — Rp = +0.424 + 0.400 + 0.024 — 0.024 — 0 = 0.824m3/s

Perlu dicatat bahwa dalam kasus ini tidak ada source, sehingga R,, = 0 dan R, = 0.

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 2 s.d. 6, dengan demikian,
adalah

w2sd 6: (—0.424)¢p, + (0.824)¢pp + (—0.400)p; = 0

Volume kontrol 1. Sisi kiri volume kontrol ini berimpit dengan batas domain hitung. Untuk
membantu pemahaman terhadap cara penjabaran persamaan diskret di volume kontrol 1,
maka Gambar 3.13 ditampilkan kembali dalam Gambar 3.19. Suku ap dan suku source, R;, +
Rp(;bp, dihitung dengan cara berbeda dari cara sebelumnya di volume kontrol 2, 3, 4, 5, dan
6. Suku source sama dengan nol karena tidak ada source, RAV = 0. Persamaan diskret tran-
spor konvektif-difusif di volume kontrol 1 adalah

[max(E, 0) bp — max(~F, 0) b1 ~ [Eychs] ~ Do — #) — 15),, (22— 2)| = 0

Axyp

= [maX(Fev 0) ¢P - maX(_Fe: 0) ¢E] - [Fw¢w] - [De(¢E - ¢P) - 2Dw(¢P - ¢W)] =0
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Gambar 3.19 Volume kontrol di batas kiri domain hitung transpor konvektif-difusif

Dengan pengelompokan koefisien, persamaan di atas berubah menjadi
[max(F,,0) + D, + 2D,,]¢p + [— max(—F,,0) — D,]¢r = [F, + 2Dy, ]y,
atau dapat pula dituliskan dalam bentuk
[max(—F,,0) + D, + F, + 2D, ]¢p + [- max(—F,,0) — D.|¢g = [F, + 2Dy, ]y,
Dalam hal ini ¢, = 100 ppm, sehingga
ay =0
ap = —max(—F,,0) — D, = — max(—0.024,0) — 0.400 = —0.400 m3/s
Rp = —=2D,, = —2 % 0.400 = —0.800m3/s
ap = —ag + F, — Rp = —0.400 + 0.024 + 0.800 = 1.224m3/s
Ry = (F, + 2Dy,,)¢,, = (0.024 + 2 X 0.400) X 100 = 82.400 ppm m3/s
Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1, dengan demikian, adalah
cv1l: (1.224)¢pp + (—0.400)¢; = 82.400

Volume kontrol 7. Sisi kanan volume kontrol ini berimpit dengan batas domain hitung.
Untuk memudahkan pemahaman, Gambar 3.14 ditampilkan kembali dalam Gambar 3.20.
Suku ap dan suku source, R, + R,¢p dihitung dengan cara berbeda dari cara sebelumnya
di volume kontrol 2, 3, 4, 5, dan 6. Suku source sama dengan nol karena tidak ada source,
RAV = 0. Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7 adalah

[Fed)e] - [maX(Fw» 0) ¢W - maX(_Fw: 0) ¢P] - [2D9(¢e - ¢P) - Dw(¢P - ¢W)] =0
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Gambar 3.20 Volume kontrol di batas kanan domain hitung transpor konvektif-difusif

Dengan pengelompokan koefisien, persamaan di atas berubah menjadi

[—max(F,,0) — Dyl¢w + [max(=F,,0) + Dy, + 2Dc|¢p = [=F + 2Dc] e

atau dapat pula dituliskan sebagai berikut

[—max(F,,0) — Dy, ]¢y + [max(F,,0) + D, — F, + 2D ]|¢pp = [-F, + 2D,] ¢,

Dalam hal ini ¢p, = 25 ppm, sehingga
ay = —max(F,,0) — D,, = —max(0.024,0) — 0.400 = —0.424 m3/s

ag =0
Rp = —2D, = —2 x 0.400 = —0.800m3/s
ap = —ay — F, — Rp = 0.424 — 0.024 + 0.800 = 1.200m3/s
R, = (—F, + 2D.)¢, = (—0.024 + 2 X 0.400) x 25 = 19.400 ppm m3/s

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7, dengan demikian, adalah

w7 (—0.424)¢py + (1.200)¢pp = 19.400

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di tujuh volume kontrol membentuk satu sis-
tem persamaan linear berikut.

w1l 1.224¢, — 04004, = 82.400
w2 —0.424¢, + 0.824¢, — 0.400¢; = 0
v3: —0.424¢, + 0.824¢; — 0.400¢, = 0
w4 —0.424¢; + 0.824¢, — 0.400¢s = 0
5 —0.424¢, + 0.824¢5 — 0.400¢ = 0
w6: —0.424¢s + 0.824¢¢ — 0.400¢, = 0
w7 —0.424¢4 + 1.200¢, = 19.400

https://istiarto.staff.ugm.ac.id


https://istiarto.staff.ugm.ac.id/

-36 -

Tampak bahwa cara pertama dan cara kedua penyusunan persamaan diskret transpor
konvektif-difusif memberikan hasil yang sama.

Ketujuh persamaan diskret transpor konvektif-difusif di semua volume kontrol dapat ditu-
liskan dalam bentuk perkalian matriks berikut.

r 1.224  —-0.400 0 0 0 0 0 7(%1) (82.400
—-0.424 0.824 —-0.400 0 0 0 0 b2 0
0 —0.424 0.824 —-0.400 0 0 0 ¢3 0
0 0 —-0.424 0.824 —0.400 0 0 1bap=4 0
0 0 0 —-0.424 0.824 —-0.400 0 ¢s 0
0 0 0 0 —0.424 0.824 —0.400{|¢¢ 0
0 0 0 0 0 —0.424 1.200 1 \¢,J \19.400/

Dengan bantuan spreadsheet untuk melakukan hitungan inversi matriks dan perkalian ma-
triks, diperoleh konsentrasi polutan dalam satuan ppm di setiap volume kontrol berikut

95.56
86.40
76.70
66.41
55.50
43.95
31.69

3.2.4 Hybrid Difference Scheme

Hybrid difference scheme diperkenalkan oleh Spalding (1972). Skema ini pada dasarnya
menggabungkan skema central difference dan upwind difference. Menurut skema ini, central
atau upwind difference schemes dipakai berdasarkan nilai Angka Peclet, Pe, yang didefinisi-
kan di sisi volume kontrol yaitu

F, UeSe
Pe, = —
D, TeSe/Axpg
e —_—
Y Dy T,Su/Axwp

Dalam skema hybrid difference, fluks massa di sisi volume kontrol dihitung dengan central
difference apabila Angka Peclet bernilai antara -2 s.d. 2 dan dihitung dengan upwind dif-
ference dan difusi diabaikan apabila Angka Peclet lebih besar daripada 2 atau lebih kecil
daripada -2.

Seksi-seksi di bawah ini memaparkan cara diskretisasi persamaan transpor konvektif-
difusif skema hybrid difference, yang dilakukan dengan dua cara.

1 Cara pertama diskretisasi persamaan transpor konvektif-difusif skema hybrid
difference

Dalam skema hybrid difference, fluks massa di sisi kanan volume kontrol, e, adalah sebagai
berikut.

» Jika—2 < Pe, <2

Fluks massa di sisi volume kontrol dihitung dengan skema hybrid difference.
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00 = s (1 2%) s (P )

N Q — (uese + FeSe) + (uESE _ FeSe)
e 2 Axpg) T 2 Axpg) ' E

Apabila ukuran volume kontrol P dan E tidak sama, maka persamaan di atas diubah
menjadi sebagai berikut (lihat Gambar 3.12).

Axepdp + AxPe(PE) s, <¢E ¢P)

Axp, + Axop Axpg

Qe = ueSe (

AXxepUeSe l—‘ese)d) ( AxpeUeSe TeSe
Axpe + Ax,p  Axpg

=0 = )¢

Axpp, + Ax,r  Axpg

= Jika Pe, = 2 (dalam hal ini u,S, > 0)

Fluks massa di sisi volume kontrol hanya berupa transpor konvektif yang dihitung de-
ngan cara upwind difference dan transpor difusif diabaikan.

Qe = UeSePp

Persamaan di atas berlaku untuk ukuran volume kontrol P dan E seragam atau pun tidak
seragam.

= Jika Pe, < —2 (dalam hal ini u,S, < 0)

Fluks massa di sisi volume kontrol hanya berupa transpor konvektif yang dihitung de-
ngan cara upwind difference dan transpor difusif diabaikan.

Qe = USePi

Persamaan di atas berlaku untuk ukuran volume kontrol P dan E seragam atau pun tidak
seragam.

Fluks massa di sisi kiri volume kontrol, w, dihitung dengan cara yang sama dengan cara
hitungan di atas.

Volume kontrol 2 s.d. 6. Ukuran volume kontrol adalah seragam, kecepatan aliran sera-
gam, dan koefisien difusi pun seragam. Angka Peclet di sisi-sisi volume kontrol adalah se-
bagai berikut.

uS 0.30 X 0.40 x 0.20 0.024

Pe, = Pe,, = = = = 0.
¢ = Pew = 1oy T 5% 040 % 020/1 0400 06

Karena Angka Peclet berada dalam rentang -2 s.d. 2, maka fluks massa di sisi kiri dan sisi
kanan volume kontrol dihitung dengan cara central difference. Cara perhitungan fluks
massa skema central difference telah dipaparkan di Subbab 3.2.2.

[uese <¢P + ¢E) —u,S, <¢W + ¢P)] _ [FeSe (d)E - ¢P) _T,S, <¢P - ¢W)] — RAV

2 2 AxPE Apr

N (_ u’WSW _ l—‘WSW) w + (_ u’WSW + IQIWSW + u€S€ + Fese) P (ueSe _ Fese> 5
2 Axyp 2 Axyyp 2 Axpg 2 Axpg

= RAV
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0.024 0.024 0.024 0.024
= (— ——- 0.400) bw + (_T +0.400 +——+ 0.400) bp + (T - 0.400) b

=0
= (—0.412)¢y, + (0.800)pp + (—0.388)¢p = 0

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 2 s.d. 6, dengan demikian,
adalah

w2 —0412¢, + 0.800¢, — 0.388¢; = 0
w3 —0.412¢, + 0.800¢; — 0.388¢, = 0
w4 —0.412¢; + 0.800¢, — 0.388¢s = 0
w5 —0.412¢, + 0.800¢; — 0.388¢, = 0
w6 —0412¢< + 0.800¢; — 0.388¢, = 0

Volume kontrol 1. Sisi kiri volume kontrol ini, w, berimpit dengan batas domain hitung. Di
sebelah kiri (West), tidak ada volume kontrol tetangga. Volume kontrol W tidak ada. Di
sebelah kanan, volume kontrol ini bertetangga dengan volume kontrol 2. Volume kontrol

ini menjadi volume kontrol E. Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume
kontrol 1 adalah

o (1) st [ (5 2) - (B2 -

AxPE

— [ (P222) 500000 - s (22 22) - s (222 299) <o

Axpg Axyp

— (FWSW +u€53 + Fese) P + (uese _ FeSe

) =u,S (100)+(F‘”5‘”) 100
Ax,p 2 Dxpp 2 dxy) PE T wwSw Ax

wP

5% 0.40 X 0.20  0.024 0.024
= ( — o 0.400) dp + (T - 0.400) br

5x0.40 x 0.20
= 0.024 x 100 + 05 X 100

= (1.212)¢pp + (—0.388)p; = 82.400

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1, dengan demikian, adalah

w1l 1.212¢, — 0.388¢, = 82.400

Volume kontrol 7. Di sebelah kiri, volume kontrol ini bertetangga dengan volume kontrol
6, yang menjadi volume kontrol W. Sisi kanan volume kontrol ini, e, berimpit dengan batas
domain hitung. Di sebelah kanan (East), tidak ada volume kontrol tetangga. Volume kontrol

E tidak ada. Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7 berbentuk
sebagai berikut.

[ueSe(;be —w,S, (M)] - [rese (M) ~T,S, (M)] = RAV

2 Axp, Axyp

- [ueSe X (25) — u,,S,, (M)] - [rese (Zs_—d’f’) _T,S, (M)] -0

2 AxPe AxWP
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UySw WSy uySw | TwSw | TeSe
=(- Jow+(-
2 Axyyp 2 Axyp Axp,

)¢P = —u,S,(25) + (ﬁ) 25

Axpe

( 0.024
=

0.024 5 x 0.40 X 0.20
—T—o.4oo)¢w+(—T+o.4oo+ ) »

0.5
5x0.40 x 0.20
X

=—0.024 x 25 +
0.5

= (—0.412)¢y, + (1.188)¢pp = 19.400

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7, dengan demikian, adalah

w7 —0.412¢4 + 1.188¢, = 19.400

2 Carakedua diskretisasi persamaan transpor konvektif-difusif skema hybrid
difference

Cara kedua diskretisasi persamaan transpor konvektif-difusif skema hybrid difference ini
menghasilkan persamaan yang mudah untuk dituliskan dalam program komputer. Para-
graf-paragraf di bawah memaparkan langkah diskretisasi cara kedua ini untuk volume kon-
trol berukuran seragam.

Perhatikan bahwa syarat —2 < Pe, < 2 dapat dituliskan dalam bentuk

F,
—2<D—e<2 atau —D, <F, <D, atau ;F, — D, < F, < F, + D,

e

Untuk ukuran volume kontrol seragam, jika %Fe + D, > F,, maka koefisien ¢ adalah az =
%Fe — D, dan jika syarat ini tidak dipenuhi, yaitu jika F, > %Fe + D,, maka koefisien ¢
adalah ap = 0jika F, > O atauag = F, jika F, < 0.

Koefisien ag, dengan demikian, dapat dituliskan dalam bentuk ringkas
Fe
ap = —max [—Fe, — (? — De> , 0]

Koefisien ap dalam bentuk ringkas adalah

ap=—ag + F,

Sejalan dengan sisi kanan volume kontrol, di sisi kiri volume kontrol, syarat —2 < Pe,, < 2
dapat dituliskan dalam bentuk

Ey

-2<
Dy,

<2 atau —D,, <3F, <D, atau ;F, —D, <F, <_F, +D,

Jika 2F, + D,, > F,, maka koefisien ¢y, adalah a, = —F, — D,, dan jika syarat ini tidak
dipenuhi, yaitu jika F, > K, + D, maka koefisien ¢y, adalah ay, = —F,, jika F, > 0 atau
ay = 0jika F, < 0.

Koefisien a;, dapat dituliskan dalam bentuk ringkas

Ey
ay = —max [FW, (7 + DW> , O]
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Koefisien ap dalam bentuk ringkas adalah
ap = —ay — F,

Dengan demikian, bentuk persamaan diskret transpor konvektif-difusif di sebuah volume
kontrol dapat dituliskan secara ringkas menjadi

awdw + apdp + agdp =Ry

Dalam persamaan di atas, koefisien-koefisien ay;,, ag, dan ap adalah
Ey
Ay = —max [FW, (7 + DW) ) 0]

F
ap = —max [—Fe, — (7 — De> , 0]

ap:—aw—aE‘l'Fe—Fw—RP

Persamaan di atas merupakan bentuk diskret persamaan transpor konvektif-difusif perma-
nen satu dimensi. Paragraf-paragraf di bawah ini memaparkan penerapan persamaan dis-
kret transpor konvektif-difusif menurut skema hybrid difference dalam kasus transpor po-
lutan di saluran laboratorium.

Volume kontrol 2 s.d. 6. Fluks konvektif dan difusif telah dihitung di subbab yang memba-
has skema central difference, yaitu

E,=F,=uS=0.30x0.08=0.024m3/s

'S 5x0.08

_ - _ — 3
Dy =D = 4 N 0.400 m3/s

Koefisien-koefisien persamaan diskret transpor konvektif-difusif adalah

E, 0.024 3
ay = —max [FW, (7 + DW),O] = — max [0.024, (T + 0.400) , 0] =—-0412m°/s
F, 0.024 3
ap = —max [—Fe, — (? — De),O] = —max [—0.024, — (T — 0.400) , 0] = —0.388m"/s

ap=—ay —ag +F, —F,—Rp = —0.412 — 0.388 + 0.024 — 0.024 — 0 = 0.800m3/s

Perlu dicatat bahwa dalam kasus ini tidak ada source, sehingga R,, = 0 dan Rp = 0.
Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 2 s.d. 6 adalah

cv2s.d.6: (—0.412)¢y, + (0.800)¢p + (—0.388)dpg =0
Volume kontrol 1. Sisi kiri volume kontrol ini berimpit dengan batas domain hitung. Untuk
membantu pemahaman, Gambar 3.13 ditampilkan kembali dalam Gambar 3.21. Suku ap

dan suku source, Ry, + R, ¢p, dihitung dengan cara yang berbeda dari cara sebelumnya di

volume kontrol 2 s.d. 6. Suku source sama dengan nol karena tidak ada source, RAV = 0.
Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1 adalah
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Gambar 3.21 Volume kontrol di batas kiri domain hitung transpor konvektif-difusif

Persamaan di atas dapat pula dituliskan sebagai berikut.

(B — 2D (p — 4] + {max| -, — (= - 1) 0] + £}

Fe _
— max [—F,, — ?—De ,0lpg =0

Dengan pemindahan suku-suku yang nilainya diketahui ke sisi kanan tanda kesamaan, ma-
ka persamaan di atas berubah menjadi

Fe ke
{max [—Fe, - (? - De) , 0] +F + ZDW} ¢p — max [—P;, - (? - De) , O] o))
= [Ey + 2Dy ]9y
Dalam hal ini ¢, = 100 ppm, sehingga
aW = 0

Fe

ap = —max [—Fe, - (?

- De),O] = — max [—0.024, — (0'02i — 0.400) ) o] = —0.388m3/s
Rp = —2D,, = —2 X 0.400 = —0.800m3/s

ap = —ag + F, — Rp = 0.388 + 0.024 + 0.800 = 1.212m3/s
R, = (E, +2D,,)¢,, = (0.024 + 2 X 0.400) x 100 = 82.400 ppm m3/s

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1 adalah

w1 (1.212)¢p + (—0.388)dg = 82.400
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Volume kontrol 7. Sisi kanan volume kontrol ini berimpit dengan batas domain hitung.
Untuk memudahkan pemahaman, Gambar 3.14 ditampilkan kembali dalam Gambar 3.22.
Suku ap dan suku source, Ry, + R, ¢p, dihitung dengan cara yang berbeda dari cara sebe-
lumnya di volume kontrol 2 s.d. 6. Suku source sama dengan nol karena tidak ada source,
RAV = 0. Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7 adalah

— max [FW, (F7W + Dw) , 0] dw + {max [FW, (F7W - DW> , 0] - Fw} ¢p

s () =

Xpe
Axyp
AxPe
= =
w P €

w
bw l bp de

J

T, T,
@, (@
Sw Se

Gambar 3.22. Volume kontrol di batas kanan domain hitung transpor konvektif-difusif

Persamaan di atas dapat dituliskan dalam bentuk

— max [Fw, (I%W + DW) , 0] dw + {max [FW, (I%W - DW> , O] - FW} op

+ [Fe¢e - 2De(¢e - ¢P)] =0

Dengan pemindahan suku-suku yang nilainya diketahui ke sisi kanan tanda kesamaan, ma-
ka persamaan di atas berubah menjadi

— max [FW, (I%W + DW> , 0] dw + {max [FW, (I%W — Dw) , 0] —-F, + 2De} ¢p = (—F, + 2D,)¢p,

Dalam hal ini ¢, = 25 ppm, sehingga

Ey 0.024
ay = —max [FW, (7 + Dw) , 0] = — max [0.024, (T + 0.400) , O] = —0.412m3/s

aE = 0
Rp = —2D, = —2 %X 0.400 = —0.800m3/s
ap = —ay — F, —Rp = 0.412 — 0.024 + 0.800 = 1.188m3/s

Ry = (=F, + 2D,)¢, = (—0.024 + 2 x 0.400) x 25 = 19.400 ppm m3/s
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Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7 adalah

w7 (—0.412)¢y + (1.188)pp = 19.400

Dua cara diskretisasi persamaan transpor konvektif-difusif skema hybrid difference yang
dipaparkan di atas menghasilkan persamaan yang sama. Persamaan diskret transpor kon-
vektif-difusif di semua volume kontrol yang diperoleh dengan cara skema hybrid difference
adalah sebagai berikut.

w1l 1.212¢, — 0.388¢, = 82.400

w2 —0.412¢, + 0.800¢, — 0.388¢p; = 0
w3 —0.412¢, + 0.800¢p; — 0.388¢, = 0
w4 —0.412¢; + 0.800¢, — 0.388¢s = 0
w5 —0.412¢, + 0.800¢; — 0.388¢, = 0
w6 —0.412¢s + 0.800¢p, — 0.388¢, = 0
cw7: —0412¢, + 1.188¢, = 19.400

Persamaan di atas yang dituliskan dalam bentuk perkalian matriks adalah sebagai berikut.

-1.212 —0388 0 0 0 0 0 71($1) (82.400
0412 0.800 —0388 0 0 0 0 b2 0
0 —0412 0800 —0388 0 0 0 b3 0
0 0 —0412 0800 —0388 0 0 [Rpap=4 0
0 0 0 —0412 0800 —0388 0 s 0
0 0 0 0 —0412 0.800 —0.388|]¢s 0
0 0 0 0 o —o0412 11881\p,) ‘19400

Penyelesaian sistem persamaan di semua volume kontrol di atas, yang dilakukan dengan
bantuan spreadsheet untuk melakukan hitungan inversi matriks dan perkalian matriks,
memberikan konsentrasi polutan dalam satuan ppm di setiap volume kontrol sebagai beri-
kut.

95.69
86.54
76.82
66.50
55.55
43.91
31.56

3.2.5 Power Law Scheme

Power-law scheme dikenalkan oleh Patankar (1980). Hasil hitungan dengan skema ini lebih
akurat daripada hasil hitungan dengan skema hibrid. Dalam skema power-law, fluks di sisi-
sisi volume kontrol dihitung dengan suatu persamaan polinomial apabila Angka Peclet ber-
nilai antara -10 s.d. 10. Apabila Angka Pecletlebih daripada 10, fluks massa dihitung dengan
skema upwind difference dan difusi diabaikan.

Dalam skema power-law, fluks massa di sisi kanan volume kontrol adalah sebagai berikut.
= Jika—10 < Pe, < 10
Qe = Foldp — Be(dp — ¢p)]
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_ (1-0.1Pe,)®
e Pe,
= Jika Pe, = 10 (dalam hal ini F, > 0)
Qe = Fo¢p
= Jika Pe, < —10 (dalam hal ini F, < 0)
Qe = Fedp

Fluks massa di sisi kiri volume kontrol dihitung dengan cara yang sama seperti di atas.
= jika—10 < Pe,, < 10
Qw = Evlow — Bw(dp — dw)]

_ (1-0.1Pe,)’

w Pe,,

= Jika Pe,, = 10 (dalam hal ini F,, > 0)

Qw = Fvdw
= Jika Pe,, < —10 (dalam hal ini F,, < 0)
Qw = Fyop

Dengan demikian, bentuk diskret persamaan transpor konvektif-difusif di sebuah volume
kontrol dapat dituliskan secara ringkas menjadi

awPw + apdpp + apdpp = Ry
Dalam persamaan di atas, koefisien-koefisien ayy, ag, dan ap adalah
ay, = —max(F,,0) — D,, max[(1 — 0.1|Pe,,|)>,0]
ay = —max(—F,,0) — D, max[(1 — 0.1|Pe,|)>, 0]

ap=_aW_aE+F'e_FW—RP

Persamaan di atas merupakan bentuk diskret persamaan transpor konvektif-difusif perma-
nen satu dimensi. Paragraf-paragraf di bawah ini memaparkan penerapan persamaan dis-
kret transpor konvektif-difusif power law scheme dalam kasus transpor polutan di saluran
laboratorium.

Volume kontrol 2 s.d. 6. Fluks konvektif dan konduktivitas difusif telah dihitung di subbab
yang membahas central difference scheme, yaitu

E,=F,=uS=0.30x%0.08=0.024m3/s

'S 5x0.08

— _ = — 3
Dy =D = 5 N 0.400 m3/s

Angka Peclet dapat diperoleh dari kedua nilai itu.
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po —py v _F_0024_
bw =l =p =D, T 0400

Koefisien-koefisien persamaan diskret transpor konvektif-difusif adalah
ay = —max(F,,0) — D, max[(1 — 0.1|Pe,,|)>,0]
= — max(0.024,0) — 0.400 x max[(1 — 0.1]0.06])%,0]
= —0.024 — 0.400 x (1 — 0.006)° = —0.412m3/s

agp = —max(—F,,0) — D, max[(1 — 0.1|Pe,|)®, 0]
= —max(—0.024,0) — 0.400 x max[(1 — 0.1]0.06])>, 0]
=0—0.400 x (1 — 0.006)° = —0.388m3/s
ap = —ay —ag +F, —F, — Rp = 0412 + 0.388 + 0.024 — 0.024 — 0 = 0.800 m3/s
Perlu dicatat bahwa dalam kasus ini tidak ada source, sehingga R,, = 0 dan Rp = 0.

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 2 s.d. 6 adalah

w2s.d.6: (—0.412)py + (0.800)pp + (—0.388)dpg = 0

Volume kontrol 1. Sisi kiri volume kontrol ini berimpit dengan batas domain hitung. Persa-
maan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1 adalah

{aE¢E + (_aE + Fe)(pP} - {Fw(pw - 2Dw max[(l - 0.1|P€W|)5, 0] (¢P - ¢w)} =0

Dengan pemindahan suku-suku yang nilainya diketahui ke sisi kanan tanda kesamaan, ma-
ka persamaan di atas berubah menjadi

{(-ag + F,) + 2D,, max[(1 — 0.1|Pe,,)*, 0]} ¢pp + az g
= {F, + 2D,, max[(1 — 0.1|Pe,,|)°, 0]} ¢,
Dalam hal ini ¢»,, = 100 ppm, sehingga
aW = 0
ag = —max(—F,,0) — D, max[(1 — 0.1|Pe,|)®, 0]
= —max(—0.024,0) — 0.400 x max[(1 — 0.1]0.06])%, 0]
=0—0.400 x (1 —0.006)° = —0.388m3/s
Rp = —2D,, max[(1 — 0.1|Pe,,|)°, 0] = —2 x 0.400 x max[(1 — 0.1]0.06])%,0]
= —2x0.400 x (1 —0.006)° = —0.776 m3/s

ap = —ag + F, — Rp = 0.388 + 0.024 + 0.766 = 1.188m3/s

R, = {F, + 2D,, max[(1 — 0.1|Pe,,|)°, 01} ¢,
={0.024 + 2 x 0.400 x (1 — 0.1]0.06])>} x 100
= {0.024 + 2 x 0.400 x (1 — 0.006)%} x 100 = 80.029 ppm m?3/s

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1 adalah
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w1l (1.188)¢p + (—0.388)dg = 80.029

Volume kontrol 7. Sisi kanan volume kontrol ini berimpit dengan batas domain hitung.
Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7 adalah

{F.¢pe — 2D, max[(1 — 0.1|Pe,|)*,0] (po — ¢p)} + (—aw — R dp + awdw = 0

Dengan pemindahan suku-suku yang nilainya diketahui ke sisi kanan tanda kesamaan, ma-
ka persamaan di atas berubah menjadi

awdw + {(—aw — F,) + 2D, max[(1 — 0.1|Pe, ), 0]}¢pp
= {-F, + 2D, max[(1 — 0-1|Pee|)5:0]}¢e
Dalam hal ini ¢p, = 25 ppm, sehingga
ay = —max[F,,0] — D,, max[(1 — 0.1|Pe,,|)°,0]
= —max[0.024,0] — 0.400 x max[(1 — 0.1]0.06|)>, 0]
= —0.024 — 0.400 x (1 — 0.1]0.06|)° = —0.024 — 0.400 x (1 — 0.006)°>
=—0.412m3/s
aE = 0
Rp = —2D, max[(1 — 0.1|Pe,|)%, 0] = —2 x 0.400 x max[(1 — 0.1]0.06])>, 0]
= —2 % 0.400 x (1 — 0.006)> = —0.776 m3/s

ap = —ay — F, — Rp = 0.412 — 0.024 + 0.776 = 1.164 m3/s

R, = {-F, + 2D, max[(1 — 0.1|Pe,|)°, 0]} ¢,
= (—0.024 + 2 x 0.400 x max[(1 — 0.1]0.06])>,0]) x 25
= 19.400 ppm m3/s

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7 adalah

w7 (—0.412)¢y + (1.164)¢p = 19.400

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di semua volume kontrol yang disusun de-
ngan skema power law scheme dalam bentuk perkalian matriks adalah sebagai berikut.

r 1.188 —0.388 0 0 0 0 0 1(%1) (80.029
-0.412 0.800 —0.388 0 0 0 0 oF; 0
0 -0.412 0.800 —0.388 0 0 0 ¢3 0
0 0 -0.412 0.800 —0.388 0 0 1bap=4 0
0 0 0 —-0.412 0.800 —0.388 0 ¢s 0
0 0 0 0 —0.412 0.800 —0.388] | ¢ 0
0 0 0 0 0 —-0.412 1.164 1 \¢, \19.400/

Penyelesaian sistem persamaan di semua volume kontrol di atas, yang dilakukan dengan
bantuan spreadsheet untuk melakukan hitungan inversi matriks dan perkalian matriks,
memberikan konsentrasi polutan dalam satuan ppm di setiap volume kontrol dengan nilai
sebagai berikut.

https://istiarto.staff.ugm.ac.id


https://istiarto.staff.ugm.ac.id/

-47 -

95.63
86.61
77.04
66.88
56.08
44.62
32.45

3.2.6 QUICK Scheme

QUICK adalah singkatan Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinetics. Skema ini
dikenalkan pertama kali oleh Leonard (1979). Skema ini merupakan skema bertingkat
(berorder) dua atau kuadratik. Dengan skema yang lebih tinggi, diharapkan kesalahan dis-
kretisasi yang diakibatkan oleh adanya difusi numeris (perihal difusi numeris ini dibahas
dalam tulisan yang membahas diskretisasi dua dimensi) akan berkurang. Skema QUICK
memperhatikan lebih banyak volume kontrol tetangga dibandingkan dengan skema-skema
yang telah dibahas dalam empat subbab sebelum subbab ini. Nilai variabel di tiga volume
kontrol sisi hulu (prinsip upwind difference) dipakai untuk menetapkan nilai variabel di
suatu sisi volume kontrol. Nilai ¢ di sisi volume kontrol diperoleh dengan memakai kurva
kuadratik yang melewati tiga titik hitung, yaitu dua titik hitung di tetangga terdekat (W dan
E) serta satu titik hitung di sisi hulu seperti ditunjukkan oleh Gambar 3.23.

Apabila kecepatan positif, u,, > 0 dan u, > 0, maka nilai ¢,, ditetapkan dengan memakai
fungsi kuadratik yang melewati nilai-nilai ¢ di titik hitung WW, W, dan P. Nilai ¢, ditetap-
kan berdasarkan fungsi kuadratik yang melalui nilai-nilai ¢ di titik hitung W, P, dan E. Apa-
bila kecepatan negatif, u,, < 0dan u, < 0, maka nilai ¢,, ditetapkan dengan memakai fung-
si kuadratik yang melewati nilai-nilai ¢ di titik hitung W, P, dan E. Nilai ¢, ditetapkan berda-
sarkan fungsi kuadratik yang melalui nilai-nilai ¢ di titik hitung P, E, dan EE.

Apabila ukuran volume kontrol seragam, maka nilai ¢ di sisi volume kontrol di antara titik-
titik hitung i dan i — 1, serta titik hitung hulu i — 2 memenuhi persamaan

6 3 1
Psisi = §¢i—1 + §¢i - §¢i—2

Nilai ¢,, adalah
6 3 1 .
¢W=§¢W+§¢P_§¢WW jikaw, >0 (F, >0)
6 3 1 .
¢W:§¢P+§¢W_§¢E jikau,, <0 (K, <0)
Nilai ¢, adalah
6 3 1 .
¢e=§¢P+§¢E_§¢W jikaue >0 (F, > 0)
6 3 1 .
¢e=§¢5+§¢P—§¢E5 jikau, <0 (F, <0)
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¢WW/
f,,
¢EE
I [ [ [ [
WW  ww W
dww
- ¢EE
I ) I [ I

Axwp Axpg

Gambar 3.23 QUICK difference scheme untuk arah aliran positif (gambar atas) dan untuk
arah aliran negatif (gambar bawah)

Bentuk diskret persamaan transpor konvektif-difusif di sebuah volume kontrol dapat ditu-
liskan sebagai berikut.

aww Pww + awPwapPp + apdp + agpdpr = Ry,

Dalam persamaan di atas, koefisien-koefisien ay,, ay, ag, agg, dan ap adalah

3 1
aw _gawa _§(1 - aw)Fw _gaeﬁe DW
3 6 1
ag =§aeE3 +§(1_ae)E3 +§(1_aw)Fw — D,
1
Agg = —g(l —a.)F,
ap = —aww —aw —ag —agg + Fe — Fy, — Rp

_{1 jika E, >0
w0 jika E, <0
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_{1 jika F, >0
% =10 jika F, <0

Paragraf-paragraf di bawah ini memaparkan penerapan persamaan diskret transpor kon-

vektif-difusif skema QUICK dalam kasus transpor polutan di saluran laboratorium.

Volume kontrol 3 s.d. 6. Fluks konvektif dan difusif telah dihitung di subbab yang mem-
bahas skema central difference, yaitu

E,=F,=uS=0.30x0.08=0.024m3/s

TS 5x008

— i0 — 3
Dy = D¢ = 5 N 0.400m3/s

Karena F,, > 0 dan F, > 0, maka a,, = 1dan a, = 1.

Koefisien-koefisien dalam persamaan diskret persamaan transpor konvektif-difusif adalah

1 1
ayw = gaWFW =gx 1% 0.024 = 0.003m3/s

6 1
ay = _gawa _5(1 —ay)E, _gaeFe — Dy,

6 3 1
= - (§ X 1X 0.024) - [§ Xx(1-1)x 0.024] — (§ X 1X 0.024> —0.400

= —0.421m3/s

3 6 1
ag zgawa+§(1_ae)Fe +§(1_aw)Fw_De

3 6 1
=(gx1x0.024)+[§x(1—1)><0.024]+[§><1><(1—1)><0.024

—0.400 = —0.394m3/s
1 1
agp = —5 (1= @)F, =5 x (1-1)x0.024 =0

ap = —aww — aw — ag —agg + Fe — K, — Rp

= —0.003 + 0.421 + 0.394 — 0 + 0.024 — 0.024 — 0 = 0.812m3/s

Perlu dicatat bahwa dalam kasus ini tidak ada source, sehingga R,, = 0 dan Rp¢pp = 0.
Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 3 s.d. 6 adalah

cv3s.d.6: (0.003)pyy + (—0.421)py + (0.812)pp + (—0.394)dpg = 0

Volume kontrol 1. Sisi kiri volume kontrol ini berimpit dengan batas domain hitung. Di sisi
kanan, volume kontrol ini bertetangga dengan volume kontrol 2 dan 3 (E dan EE). Koefisien
ag dihitung seperti hitungan di volume kontrol 3 s.d. 6. Di sebelah kiri (barat), tidak ada
volume kontrol tetangga, sehingga koefisien ay, tidak ada. Koefisien ap dan suku source di-
hitung dengan cara yang berbeda dari cara hitungan source di volume kontrol 3 s.d. 6. Di
volume kontrol 1, nilai ¢ di sisi barat telah diketahui, yaitu ¢, = 100 ppm. Nilai ¢ di sisi
timur, ¢,, dihitung dengan persamaan diskret
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6. 3 1
Pe _§¢P +§¢E —gd’w

Karena ¢, tidak ada, maka nilai ini ditetapkan di volume kontrol 0 yang merupakan hasil
pencerminan volume kontrol 1. Nilai ¢, ditetapkan dengan cara ekstrapolasi. Gambar 3.24
menyajikan skema ekstrapolasi untuk mendapatkan nilai ¢,.

bdw = ho = 2¢4 — ¢p

bo
¢,=¢,
\.'\ P
EAXWP AxPe

Gambar 3.24 Ekstrapolasi nilai ¢p ke volume kontrol di luar batas kiri domain model

Dengan nilai ¢y, di atas, maka nilai ¢, adalah

2

_6 3 1 _6 3 1 _7 3
be _§¢P +§¢E_§¢W_§¢P +§¢E—§(2¢A—¢P) —§¢P +§¢E_§¢A

Memperhatikan persamaan ¢, di atas, maka nilai gradien di batas barat volume kontrol 1
(w) pun harus dihitung dengan cara yang konsisten dengan persamaan ini. Fluks difusif
melalui sisi barat, dengan cara ini, adalah

0 D
r% =3 (9 =84~ ¢x)

Dengan demikian, persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1 adalah
7 3 2 D,
|12 (500 + 505 = 504) = Fatha| = [P = ) =5 O — 804 — )| = 0

Pengaturan koefisien dalam persamaan di atas dan manipulasi matematis menghasilkan
2

3 1 8 3 1
|(—5F + De+5Da) + o= Ry = (=5 B = Fa =5 D4)| 6+ (5o = De =504 ) b

2 8
= (gFe + Fy +§DA> bw

yang dapat dituliskan dalam bentuk baku persamaan diskret transpor konvektif-difusif be-
rikut.
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aww Pww + awPwappp + apdp + agpdpr = Ry,

Dalam hal ini, ¢, = 100 ppm, F, = 0.024 m3/s, D, = 0.400 m3/s, dan Koefisien-koefisien
dalam persamaan di atas adalah

aWW:0
aW=0
3 1 3 1 3
ap ==-F,—-D,—=D,, ==%0.024 — 0.400 — = X 0.400 = —0.524m" /s
8 3 8 3
aEE:0
2 8 2 8 3
Rp=—=F,—F,—=D,, = ——=x0.024 — 0.024 — - x 0.400 = —1.097 m> /s
8 3 8 3
ap = —aww —aw —ag —agg + Fe —Fy, — Rp

=—0—-0+0.524—0+ 0.024 — 0.024 + 1.097 = 1.621m3/s

2 8 2 8
R, = (gFe +E, + §Dw> b = (§ X 0.024 +0.024 + 3 X 0.400) x 100
= 109.667 ppm m3/s

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 1 adalah

wl: (1.621)¢p + (—0524)dg = 109.667

Volume kontrol 2. Memperhatikan persamaan yang dipakai untuk menghitung nilai ¢ di
sisi timur volume kontrol 1, maka persamaan yang sama harus dipakai untuk menghitung
nilai ¢ di sisi kiri (barat) volume kontrol 2 dalam menghitung fluks konvektif. Oleh karena
itu, persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 2 adalah

6 3 1 7 3 2
| (500 + 585~ 50w) — Fu (50w + 580 — 500 )|~ [De(De = 6) = D (5 — du)]
=0
Dengan pengaturan koefisien, maka persamaan di atas menjadi
1 7
(_§Fe - §Fw - Dw) ¢W
1 7 3 3
[+ +2)-Gr-0)+ Gr-r) -
2 3 2
- (ng>] bp + (gFe - De) be = _ng(pw

yang dapat dituliskan dalam bentuk baku persamaan diskret transpor konvektif-difusif be-
rikut.

aww Pww + awPwappp + apdp + agpdper = Ry

Koefisien-koefisien dalam persamaan di atas adalah
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aAww = 0
1.7 1 7 ,
aw = =5 Fo =5 Fy = Dy = =5 % 0.024 — £ X 0.024 — 0.400 = —0.424m’/s
3 3
ap = gF, = D, = £ x 0024 — 0.400 = ~0.391m?/s

aEE:0

2 2 5
Rp =5 Fe = 5% 0.024 = 0.006m*/s

ap = —aww — aw —ag —agg + F, =K, —Rp

= —0+0.424 + 0.391 — 0 + 0.024 — 0.024 + 0.006 = 0.809 m3/s
2
Ry = =5 Ry = =5 X 0.024 X 100 = ~0.600 ppm m*/s

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 2 adalah

w2 (—0.424)py + (0.809)pp + (—0.391) g = —0.600

Volume kontrol 7. Sisi kanan (timur) volume kontrol ini berimpit dengan batas domain
hitung. Di tempat ini, konsentrasi polutan diketahui, yaitu ¢, = 25 ppm. Fluks difusif di ba-
tas timur volume kontrol 7 dinyatakan dengan persamaan

d¢

r—

D,
el T ?(8¢e —9¢p + dw)

e

Dengan demikian, persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7 adalah
6 3 1 D,
| e = B (5w + 5 80 — 5w )| = |2 Bbe = 965 + du) = Dy — du)| = 0

Dengan memindahan suku-suku yang nilainya diketahui ke sisi kanan tanda kesamaan, ma-
ka persamaan di atas menjadi

1 6 1
(_ng)quW + <_§Fw _§De - Dw) ¢W

1 6 1 8
R T I

8
= <_FB + §De) ¢e
yang dapat dituliskan dalam bentuk baku persamaan diskret transpor konvektif-difusif

aww Pww + awPwappp + apdp + agpdpr = Ry

Dalam hal ini ¢, = 25 ppm, F, = 0.024 m3/s, D,, = 0.400 m3/s, dan koefisien-koefisien da-
lam persamaan di atas adalah

1 1
aww = gy = 5% 0.024 = 0.003m*/s
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6 1 6 1
ay = —=Fy —=D, — D, = —=x 0.024 — = X 0.400 — 0.400 = —0.551m?/s
8 3 8 3
aE = 0
Apg = 0

8 8
Rp = F, =5 D¢ = 0.024 = 5% 0400 = ~1.043m*/s

ap =—ayy —ay —ag —agg + F, —F, — Rp

=0.003 + 0.551 — 0 — 0 + 0.024 — 0.024 + 1.043 = 1.591m3/s
8 8
R, = (—Fe + §De) Po = (—0.024 +3 X 0.400> X 25 = 26.067 ppm m3/s

Persamaan diskret transpor konvektif-difusif di volume kontrol 7 adalah

w7 (0.003)pyw + (—0.551)py + (1.591)pp = 26.067

Di bawah ini adalah tujuh persamaan di semua volume kontrol yang disusun dengan pene-
rapan QUICK scheme.

- 1.621  —0.524 0 0 0 0 0 71(P1\ [109.667
—0.424 0.809 —0.391 0 0 0 0 OB —0.600
0.003 —-0.421 0812 —-0.394 0 0 0 b3 0
0 0.003 —0.421 0.812 —0.394 0 0 |[{Pap=<3 0
0 0 0.003 —0.421 0.812 —0.394 0 ¢s 0
0 0 0 0.003 —0.421 0.812 —0.394]||¢s 0
0 0 0 0 0.003 —0.551 1591 1\¢,)] \26.067

Penyelesaian sistem persamaan di semua volume kontrol di atas, yang dilakukan dengan
bantuan spreadsheet untuk melakukan hitungan inversi matriks dan perkalian matriks,
memberikan konsentrasi polutan dalam satuan ppm di setiap volume kontrol dengan nilai

96.07
87.86
79.14
69.22
58.10
45.77
32.24

3.2.7 Perbandingan Hasil Hitungan Berbagai Skema Penyelesaian

Tabel 3.3 menyajikan konsentrasi polutan di sepanjang flume yang diperoleh dari penyele-
saian numeris persamaan transpor konvektif-difusif menurut berbagai skema penyelesaian
metode volume hingga. Gambar 3.25 menampilkan profil konsentrasi polutan di sepanjang
flume. Tampak bahwa kelima skema memberikan hasil yang hampir sama.
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Tabel 3.3 Konsentrasi polutan dalam satuan ppm di sepanjang flume yang dihitung dengan
berbagai skema volume hingga

Skema volume hingga

Titik hitung Central Upwind Hybrid Power law QUICK
b1 95.69 95.56 95.69 95.63 96.07
b, 86.54 86.40 86.54 86.61 87.86
b5 76.82 76.70 76.82 77.04 79.14
o 66.50 66.41 66.50 66.88 69.22
o5 55.55 55.50 55.55 56.08 58.10
b6 43.91 43.95 43.91 44.62 45.77
b 31.56 31.69 31.56 32.45 32.24

Catatan: ¢ dalam satuan ppm.

Central = Upwind Hybrid Power law ———QUICK
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Gambar 3.25 Profil konsentrasi polutan yang diperoleh dari penyelesaian numerik
persamaan transpor konvektif-difusif dengan berbagai skema volume hingga
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