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Teknik Pengolahan Data

Teknik Pengolahan Data

Curve Fitting:
Regresi dan Interpolasi
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Curve Fitting

® Acuan

* Chapra, S.C., Canale R.P,, 1990, Numerical Methods for Engineers,
2nd Ed., McGraw-Hill Book Co., New York.

 Chapter11ldan 12, pp. 319-398.

Teknik Pengolahan Data
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Curve Fitting

® Mencari garis/kurva yang mewakili serangkaian titik data

Teknik Pengolahan Data

® Ada dua cara untuk melakukannya, yaitu
* Regresi
* Interpolasi
" Aplikasi di bidang enjiniring
* Pola perilaku data
* Uji hipotesis
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Curve Fitting

" Regresi " |nterpolasi
* Diketahui bahwa data sangat

Teknik Pengolahan Data

* Apabila data menunjukkan

S
o
(1)
S
[oT0]
S

by
©

)
X
o
put
©

‘=

2

~

iy
%)
o

)
+—

<=

o

tingkat kesalahan yang cukup
signifikan atau menunjukkan
adanya noise

Untuk mencari satu kurva
tunggal yang mewakili pola
umum perilaku data

Kurva yang dicari tidak perlu
melewati setiap titik data

akurat

Untuk mencari satu atau
serangkaian kurva yang
melewati setiap titik data

Untuk memperkirakan nilai-
nilai di antara titik-titik data



Curve Fitting

" Ekstrapolasi

* Mirip dengan interpolasi, tetapi untuk memperkirakan nilai-nilai di
luar kisaran titik-titik data

* Ekstrapolasi tidak disarankan

Teknik Pengolahan Data
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Curve Fitting terhadap Data Pengukuran

" Analisis pola perilaku data

* Pemanfaatan pola data (pengukuran, eksperimen) untuk melakukan
perkiraan

Teknik Pengolahan Data

* Apabila data persis (akurat): interpolasi
* Apabila data tak persis (tak akurat): regresi
" Uji hipotesis

* Pembandingan antara hasil teori atau hasil hitungan dengan hasil
pengukuran
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Beberapa Besaran Statistik

® Rata-rata aritmatik, mean
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Distribusi Probabilitas

Teknik Pengolahan Data

frek 1 ) ) .
Distribusi Normal

salah satu distribusi/sebaran
data yang sering dijumpai
adalah distribusi normal
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Regresi Linear

Regresi dan Interpolasi
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Regresi: Metode Kuadrat Terkecil

® Mencari satu kurva atau satu fungsi (pendekatan) yang sesuai
dengan pola umum yang ditunjukkan oleh data
* Datanya menunjukkan kesalahan yang cukup signifikan
* Kurva tidak perlu memotong setiap titik data

" Metode

®* Regresilinear

* Regresi persamaan-persamaan tak-linear yang dilinearkan
* Regresi polinomial

* Regresilinear ganda

* Regresitak-linear

Teknik Pengolahan Data
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Regresi: Metode Kuadrat Terkecil

" Bagaimana caranya?
®* Program komputer

Teknik Pengolahan Data

* Spreadsheet (Microsoft Excel)
" Program aplikasi gratis, mirip MatLab
* Octave

* Scilab
®* Freemat
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Regresi Linear

" Mencari suatu kurva lurus yang cocok menggambarkan pola
serangkaian titik data: (x1,y1), (x2,¥5), ..., (X3, V)

Yreg = Qo + a1X

Teknik Pengolahan Data

ag Intercept
a, slope

® Microsoft Excel
® INTERCEPT(y;:y,,X1:X,)
* SLOPE (yl:ymxl:xn)
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Regresi Linear

® Kesalahan atau residu (e) adalah perbedaan antara nilai y
sesungguhnya (data y) dan y nilai pendekatan (y,.,) menurut
persamaan linear y,..q, = apg + a1 x

Teknik Pengolahan Data

e:y_yreg:y_(ao"l'alx):y_ao_alx

" Minimumkan jumlah kuadrat residu tersebut
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Regresi Linear

® Cara mendapatkan koefisien ay dan a4

* Diferensialkan persamaan tersebut dua kali, masing-masing terhadap
ay dan aq

as
aao z(yl — a;x;) a_ai =2 E(yi — Qg — Ay X)X;

* Samakan kedua persamaan hasil diferensiasi tersebut dengan nol

Z(Yi — dp — alxi) =0 Z()’i — Qg — a1xi)xi =0

Teknik Pengolahan Data
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Regresi Linear

" Cara mendapatkan koefisien ay dan a4
* Selesaikan persamaan tersebut untuk mendapatkan ay dan a4

Teknik Pengolahan Data

. MY X Y — XX MY
oYt - (T x)?

a0=y_a1x

* Dalam halini, ¥ dan X masing-masing adalah nilai y rerata dan x rerata
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Teknik Pengolahan Data
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Hitungan Regresi Linear

0 1
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Hitungan Regresi Linear
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Grafik Regresi Linear
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Regresi Linear

B Kuantifikasi kesalahan
* Kesalahan standar

Teknik Pengolahan Data

— ST 2
Sy/x = |9 Sy = Z(Yi —ap— a;X;)

* Perhatikan kemiripannya dengan simpangan baku

_ |5 Xk
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Regresi Linear

" Beda antara kedua kesalahan tersebut menunjukkan
perbaikan atau pengurangan kesalahan
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Hitungan Regresi Linear

Teknik Pengolahan Data

S, = Z(yi —ag—a;x;)? = 2.991071

S, = Z(yi — )2 = 22.71429

Se — S, 2271429 —2.991071
S, 22.71429

r = 0.931836
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Grafik/kurva data
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Regresi dan Interpolasi

Regresi persamaan
non-linear




Regresi Linear

" Linearisasi persamaan-persamaan non-linear
* Logaritmik menjadi linear

Teknik Pengolahan Data

* Eksponensial menjadi linear
* Pangkat (polinomial tingkat n > 1) menjadi linear (polinomial tingkat 1)
* DIl
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Linearisasi Persamaan Non-linear

Teknik Pengolahan Data

y Iny

Iny =Ina; + b x

y = a;eb1* :> |k
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Linearisasi Persamaan Non-linear

Teknik Pengolahan Data

y Iny
Iny=1Ina, + b, Inx

y = aszz :> b2
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Teknik Pengolahan Data
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Linearisasi Persamaan Non-linear
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Teknik Pengolahan Data

Regresi dan Interpolasi

Regresi Polinomial
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Regresi Polinomial

®  Sebagian data bidang teknik, walaupun menunjukkan pola yang jelas,
namun pola tsb tidak dapat diwakili oleh sebuah garis lurus

* Metode 1: transformasi koordinat (linearisasi persamaan non-linear)

Teknik Pengolahan Data

* Metode 2: regresi polinomial
* Polinomialtingkatm

y=ag+ a;x + ax®+.+a,x™

e Jumlahresidu kuadrat
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" Metode kuadrat terkecil yang diperluas untuk regresi
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" Persamaan-persamaan tersebut disamakan dengan nol dan

Z% disusun sedemikian rupa menjadi sistem persamaan linear
s n
= Z(Yi — @y — A1X; — ApX;® — v — amxim) =0
< =1
= n

( ; 2 _ m) _
T le Yi— Qo — A1 Xj — Az X; AmX;"") =
8 i—1
g, n
g i=1
£ n
32 i \Ji 0 1A 2 X mXi
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" Ada m+1 persamaan linear dengan m+1 variabel tak
diketahui, yaitu a,, a,, a,, ..., a,,

a0n+alle+a22xl + - +amlem—2yl
a02x1+a le +a22xl + . +am2xlm+1—z X;V;

1 = i=1

Teknik Pengolahan Data
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" Persamaan-persamaan linear ini dapat diselesaikan dengan
metode
* Eliminasi Gauss
* Gauss-Jordan

Teknik Pengolahan Data

* |terasi Jacobi
* |nversi matriks
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Contoh

®  Temukanlah kurva polinomial tingkat
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Data

Teknik Pengolahan

Regresi dan Interpolasi

Regresi Linear Ganda
(Multiple Linear Regression)
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Regresi Linear Ganda

" Misal variabel y adalah fungsi linear dua variabel bebas x; dan x,

Teknik Pengolahan Data

Yy = Qy + a1 x4 + Ay Xo

" Koefisien ag, a1, a, dalam persamaan di atas dapat ditemukan
dengan metode kuadrat terkecil kesalahan
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Regresi Linear Ganda

" Diferensial parsial persamaan tersebut terhadap masing-
masing koefisien
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Regresi Linear Ganda

® Samakan persamaan diferensial tsb dengan nol dan atur suku-
suku dalam persamaan

©
i)
©
(@]
c
©
<
&
o
[eT]
c
()
(a8
=
c
A
()
|_

n n n
o
8 nag + ) xq1;01 + E Xpily = § Vi
£
¥ =1 i=1 i=1
&= n n n n
5
g E X1iQp + § X1iX1;Aq T E X1iXpiAy = E X1iYi
5 =1 i=1 i=1 i=1
S n n n n
g
z X2iQo T ) X2iX1iQ1 T ) Xp;XiAy = X2iYi
i=1 i=1 i=1 i=1

D
(NN




Regresi Linear Ganda

" Persamaan-persamaan linear tersebut dapat dituliskan dalam
bentuk persamaan matriks
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Contoh

" Temukanlah persamaan

Teknik Pengolahan Data

linear yang mewakili pola 0
sebaran data dalam tabel di
samping ini 2.5
" Jawab
4

y =5+ 4x; — 3x,
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Regresi Linear Ganda

B Regresi linear ganda dapat dipakai dalam kasus hubungan
antar variabel yang berupa persamaan pangkat (power
equations)

Teknik Pengolahan Data

— a a a
Yy = ApXq 1x2 2 e Xm m

* Persamaan di atas sangat bermanfaat pada kasus fitting data
eksperimen
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Data

Teknik Pengolahan

Regresi dan Interpolasi

Bentuk Umum Persamaan
Regresi Linear (Metode
Kuadrat Terkecil)
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Regresi Linear (Kuadrat Terkecil)

" Tigajenis regresi yang telah dipaparkan, yaitu regresi linear, regresi
polinomial, dan regresi linear ganda dapat dituliskan dalam bentuk umum
model kuadrat terkecil

Teknik Pengolahan Data

Y = QgZyt+ Q1Zy + QyZy +...7+AnZy

* Zy,71,..-,Zm adalah fungsi-fungsiyang berjumlahm + 1
* m+ 1 adalah jumlah variabel bebas
* nadalah jumlah data
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" Persamaan di atas dapat dituliskan dalam bentuk persamaan matriks

Y} = [Z]{4}
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Regresi Linear (Kuadrat Terkecil)

Y} = Z]i4; [Z]"[Z{A} = [Z]"{Y}
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2 Zi1 Z12 .- . . Ay bebas
E{J [Z] =| ' ' = [Z] adalah matriks data nilai variabel
g ' ' ' bebas
.‘é agn A1, - - . amnl ™ {A}adalah vektor kolom koefisien
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Regresi Linear (Kuadrat Terkecil)

Teknik Pengolahan Data

[Z]"[Z]{A} = [Z]"{Y}

= Strategi penyelesaian

* Dekomposisi LU
* Metode Cholesky

* Inversi matriks {A} = [ Z]] Z1T{Y}
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Interpolasi
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1 Interpolasi

2 " Situasi

£ * Keperluanuntukmemperkirakannilaivariabel diantara dataakuratyang
’ diketahui

* Metodeyang palingsering dipakai untuk keperluan tersebutadalah
interpolasi polinomial

® Bentuk umum persamaan polinomial tingkat n

f(x) =ag+a;x +ax?+ -+ a,x™
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® Hanya ada satu polinomial tingkat n atau tingkat yang lebih kecil
yang melalui semuan + 1 titik data
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Interpolasi

" Penyelesaian persamaan polinomial tingkat n membutuhkan
sejumlah n + 1 titik data

" Metode untuk mencari polinomial tingkat n yang merupakan
interpolasi sejumlah n + 1 titik data:

* Metode Newton

Teknik Pengolahan Data

* Metode Lagrange
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Interpolasi Linear: Metode Newton

Teknik Pengolahan Data

f1(x) = f(x0) _ fQxp) — f(xo)

X — Xg X1 — Xo
A0 = flx + D=L )
1 — Xo
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Interpolasi Kuadratik: Metode Newton

Teknik Pengolahan Data

f2(x) = by + by (x — x¢) + by (x — x0)(x — x1)

- bO + blx - b1x0 + bzxz + b2x0x1 - bzxxo - bzxxl

== (bO _— blxo + bzxoxl) + (bl - bsz - ble)x + (bz)xz

a1 == bO - b1x0 + b2x0x1
fz(X) = Ay +a1x + azxz a, = bl — bzxo — ble
az — bz
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Interpolasi Kuadratik: Metode Newton

by = f(xo)

Teknik Pengolahan Data

b, = f(xz :isx()) = flx1, %]

fO) = flxp)  flxy) = fxg)
b, = X2 —Xq X1 — Xg = Flxy 20, %] = flxg,x.] — flxq, x0]

X2 — Xp X2 — Xp
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Interpolasi Polinomial: Metode Newton

fn(x) =by + by (x—xp)+ -+ b,(x —x0)(x — xq) =+ (x — xp_1)

{

by = f(xo)
by = flx1, %]
by = flxz,x1, %]

Teknik Pengolahan Data
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Interpolasi Polinomial: Metode Newton

() = (%)

flxi ] = p—

Teknik Pengolahan Data

floxi %] = flxg, ]

Xi — Xk

£l xj, 2] =

I, Xp—q1, s X2, %] — flXp_1, Xp—p, ooy X1, X0 ]
Xn — Xo

floa,, X1, o, X1, %] =
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fr(x) = f(xg) + (x — x0) flxg, xol + (x — x0) (x — x1) flx5,%1, x0] + -+

(x—x0)(x — 1) - (x — x5—1) flxp Xy 1, oeer Xo)
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Interpolasi Polinomial: Metode Newton

Teknik Pengolahan Data

Langkah Hitungan
i X; fix)
ke-1 ke-2 ke-3
ke 0 Xo flx o) flx 1:X0] flx 2 XX o] flx 3 X2, XX o]
E_O 1 Xl f(xl) f[XZle] f[X3IX2IX1]
}% 2 X5 fix,) flxs,x]
S 3 x flx)
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Interpolasi Polinomial: Metode Lagrange

Teknik Pengolahan Data
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Interpolasi Polinomial: Metode Lagrange

Teknik Pengolahan Data

_ = _ = X — X
P =D ure  ne =] =
k+i

= Contohinterpolasi polinomial order 3:
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(X —X] X —Xy X —X3 | (X —Xg X — Xy X — X3
fa(x) = fxo) + Flx) + -
| X0 — X1 Xg — X2 Xg — X3 [ X1 — Xo X1 — X2 X1 — X3
(x — Xy X—X; X —X3| (X —Xg X—X; X— Xy
61 + f(xy) + f(x3)
| X2 — Xg X2 — X1 X2 — X3 | X3 = Xg X3 — X1 X3~ X3
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Interpolasi: Spline

" Jumlah titik data n + 1 — interpolasi polinomial tingkat n

* Tingkat besar, n >, mengalami kesulitan apabila titik-titik data
menunjukkan adanya perubahan tiba-tiba di suatu titik tertentu
(perubahan gradien secara tiba-tiba)

Teknik Pengolahan Data

* Dalam situasi tsb, polinomial tingkat kecil, n <, dapat lebih
representatif untuk mewakili pola data

* Spline
* Cubic splines(n = 3)
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* Quadraticsplines
* Linearsplines
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Interpolasi Polinomial vs Spline

Teknik Pengolahan Data

= Polinomial tingkat n
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1 Linear Splines

;“Z’ " Spline tingkat 1 : garis lurus

= = Dataurut L X0, X1, X3, eery Xy

g, fx) = f(x0) + mo(x — x0) Xo S X=X

‘g flx) = flx) + my(x —xq) X) S X=X

E | Gradien:

- f(x) — f(xn—l) + mn—l(x o xn—l) Xn-1 SX S Xn m; = f(xplc+1) :i(xl)
i+1 [
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Linear Splines

" [inear spline
* Dengan demikian, linear spline adalah sama dengan interpolasi linear

Teknik Pengolahan Data

* Kekurangan linear spline adalah ketidak-mulusan kurva interpolasi

* Terdapat perubahan slope yang sangat tajam di titik-titik data atau di
titik-titik pertemuan kurva spline (knot)

* Derivatif pertama fungsi linear spline diskontinu di titik-titik knot

* Kelemahan linear spline tersebut diatasi dengan pemakaian polinomial
yang memiliki tingkat lebih tinggi yang menjamin kemulusan kurva
spline di knots dengan cara menyamakan nilai derivatif di titik-titik
knot
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Quadratic Splines

" Quadratic splines

* Untuk mendapatkan kurva yang memiliki diferensial/laju-perubahan
ke-m kontinu di titik knot, maka diperlukan kurva spline yang
bertingkat paling kecil m + 1

Teknik Pengolahan Data

* Yang paling banyak dipakai adalah spline tingkat 3 (cubic spline):
diferensial pertama dan kedua kontinu di titik-titik knot

» Ketidak-mulusan diferensial ketiga, keempat, dst. umumnya tidak begitu
tampak secaravisual
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Quadratic Splines

®  Tujuan: mendapatkan polinomial tingkat 2 untuk setiap interval titik-titik
data

"  Polinomial tingkat 2 tsb harus memiliki diferensial pertama (laju
perubahan) yang kontinu di titik-titik data

Teknik Pengolahan Data

"  Polinomial tingkat 2:

f(x) = a;x? + b;jx*+ ¢;

" Untuk n + 1titik data (i = 1,2, ..., n), terdapat n interval, sehingga
terdapat 3n koefisien yang harus dicari (a;, b;, ¢;),i = 1,2, ...,n
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"  Perlu persamaan sejumlah 3n
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Quadratic Splines

" Ke- 3n persamaan tsb adalah (1)

* Kurva spline memotong titik-titik data (knot): intervali — 1 dan i
bertemu di titik data {x;_ 1, f(x;_1)}

Teknik Pengolahan Data

ai_lxi_12 + bi—lxi—l T Ci1 = f(xi—l) i=2,3,..,n

a;xi—1* + bixi_4 + ¢; = f(x;_1) 2(n—1) pers.
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Quadratic Splines

® Ke- 3n persamaan tsb adalah (2)

* Kurva spline di interval pertama memotong titik data pertama (i = 1)
dan kurva spline di interval terakhir memotong titik data terakhir (i =
n)

Teknik Pengolahan Data

a1 Xo” + byxg + ¢ = f(xo)
, 2 pers.
ApXn® + byx, + ¢, = f(x,;,)
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Quadratic Splines

® Ke- 3n persamaan tsb adalah (3)
* Diferensial (gradien) kurva spline di dua interval berurutan adalah
sama di titik data yang bersangkutan
f’(x) =2ax + b = 2a;_1x;j_1+b;_1 =2a;x;_1+b; i=2,3..,n
(n—1) pers.

Teknik Pengolahan Data

* Diferensial kedua (laju perubahan gradien) kurva spline di titik data
pertama sama dengan nol

a; =0 1 pers.
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Konsekuensi: 2 titik data pertama (i =0 dan i = 1) dihubungkan
dengan garis lurus
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Quadratic Splines

" Dengan demikian, jumlah persamaan seluruhnya adalah
2n—1)+24+n—-1)+1=3n

Teknik Pengolahan Data
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Cubic Splines

" Tujuan: mencaripolinomial tingkat 3 untuk setiap interval titik-titik
data.

* Polinomialtingkat 3 tsb harus memiliki diferensial pertama (gradien) dan
diferensial kedua (laju perubahan gradien)yang kontinu di titik-titik data.

Teknik Pengolahan Data

®* Polinomial orde 3:

fi(x) = a;x3 + bjx? + c;x + d;

* Untuk (n + 1) titikdata (i = 0,1,2, ..., n), terdapatn interval, shg.
terdapat4n koefisienyang harusdicari(a;, b;, c;, d;), i = 1,2, ...,n

* Perlu persamaan sejumlah 4n
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Cubic Splines

" Ke-4n persamaan tsb adalah sbb.
* Kurva spline memotong titik-titik data (knot): intervali — 1 dani bertemu
di titik data {x;_1, f(x;_1)} — (2n — 2) pers.
* Kurva spline di interval pertama memotongtitik data pertamadan kurva
spline terakhir memotong titik data terakhir— 2 pers.

* Diferensial pertamakurva spline di dua interval berurutan adalahsama di
titik dataybs. — (n — 1) pers.

* Diferensial keduakurva spline di duainterval berurutanadalah samadi
titik dataybs. > (n — 1) pers.

* Diferensial keduakurva spline di titik data pertama dan terakhirsama
dengannol — 2 pers.

Teknik Pengolahan Data
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Cubic Splines

" Ke- 4n persamaan tsb.

* Syarat kelima membawa konsekuensi sbb.
* Kurva spline di interval pertama dan interval terakhir berupa garis lurus

Teknik Pengolahan Data

— dua titik data pertama dihubungkan dengan sebuah garis lurus
— dua titik data terakhir dihubungkan dengan sebuah garis lurus
* Ada sebuah syarat alternatif sebagai pengganti syarat kelima tsb
* Derivatif kedua di titik knot terakhir diketahui
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Cubic Splines

" Diperoleh 4n persamaan yang harus diselesaikan untuk
mencari 4n koefisien, a;, b;, ¢;, d;
2n—-1D)+2+n—-1D+Mn—-1)+2=4n
" Dimungkinkan untuk melakukan manipulasi matematis shg
diperoleh suatu teknik cubic splines yang hanya memerlukan
n — 1 penyelesaian (lihat uraian di buku acuan)

* Chapra, S.P, Canale, R.P.,, 1985, Numerical Methods for Engineers,
McGraw-Hill Book Co., New York, hIm. 395-396).

Teknik Pengolahan Data
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Cubic Splines

2 unknows disetiap interval: <:| 00 = f(xi—1) (i — 2)% + f"(xi—1) (= xi ) +

Teknik Pengolahan Data

f"(xi—1)dan f"(x;) 6(x; —x;-1) 6(x; — xi—1)
o [ f(xi—1) e Qe = xi-1))
* O —xim1) 6 _ (i =) +
f(xp) o) — x4-1)]
+ _(xi ) — 6 (x —x;-1)

4
Co; — x5 f " (i) + 20001 — 2D " () + (g — ) ' (K441) =
6

(xi+1 — xi)
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